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Med procesom visokotlacˇnega litja pride do velikih obremenitev na konstrukcijo tlacˇnega
orodja. Cˇe so obremenitve prevelike, pride do mehanskih posˇkodb tlacˇnega orodja. V
nalogi smo obravnavali mehansko stanje stabilne okvirne plosˇcˇe v obmocˇju spodnjega
stranskega jedra. Veliko komponent tlacˇnega orodja je v medsebojnem kontaktu. Pred-
stavili smo numericˇne metode za obravnavo mehanike kontakta. Lastnosti teh metod so
predstavljene na poenostavljenem primeru. Mehanski odziv okvirne plosˇcˇe smo dolocˇili
z numericˇnimi simulacijami. Spreminjanje radijev in naklona nima vpliva na kontaktni
tlak. S povecˇevanjem radijev se natezne napetosti na kriticˇnih mestih zmanjˇsajo, prav







Numerical analysis of mechanical behaviour in high pressure
die casting tool
Peter Hladnik






During high pressure die casting process large strains appear on die casting tool. Due
to large strains mechanical damage can occur. Numerical analysis were made for the
tool’s fixed frame plate around lower side core. Many components of die casting tool
are in contact with each other. In thesis we presented numerical methods for treatment
of contact mechanics. Properties of this methods were presented on simplified model.
Based on results of numerical analysis we can conclude, that tensile stresses in critical
areas are lower when the radius is larger and also stresses are smaller along the larger
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Vmagistrski nalogi bomo predstavili trdnostni preracˇun dela stabilnega okvirja tlacˇnega
orodja. Podjetje LTH Castings izdeluje orodja za visokotlacˇno litje aluminija. Tlacˇna
orodja vsebujejo veliko sestavnih delov, ki morajo biti natancˇno izdelana in dosegati
zahtevane tolerance. Na podlagi livarsko optimiziranega izdelka konstruktorji skon-
struirajo orodje. Orodje je sestavljeno iz stabilne in gibljive strani, glavni sestavni deli
so gravure, okvir in stranska jedra. Konstrukcijo tlacˇnega orodja bomo podrobneje
predstavili v poglavju 1.4. Tlacˇno orodje se vpne v livarski stroj. Vecˇja orodja se vpe-
njajo s hitrimi vpenjalnimi elementi, manjˇsa pa preko vzvodnih vpenjal. Livarski stroji
vsebujejo sˇtevilne senzorje za nadzor procesa litja. Z analizo parametrov litja kot so:
cˇas litja, hitrost in temperatura taline ter tlak taline, lahko optimiziramo proces litja
in tako izboljˇsamo kakovost koncˇnih izdelkov. Ker gre za visokotlacˇno litje aluminija,
se pojavijo visoki tlaki, ki povzrocˇijo velike obremenitve na tlacˇno orodje. V dolocˇenih
primerih so obremenitve prevelike (npr. na okvir), kar povzrocˇi mehanske posˇkodbe.
Posˇkodovane dele orodja je potrebno menjati, kar povzrocˇi zastoje v proizvodnji in
dodatne strosˇke.
1.2 Cilji naloge
Cilj naloge je ugotoviti mesta in velikosti maksimalnih napetosti na obmocˇju spo-
dnjega stranskega jedra, kjer je priˇslo do pokanja okvirja. Glede na lokacije razpok
na stabilnem delu okvirja lahko domnevamo, da je priˇslo na teh mestih do koncentra-
cije napetosti in posledicˇno do mehanskih posˇkodb. Pokazali bomo tudi, kaksˇen ima
vpliv sprememba naklona jedra glede na okvir orodja. S spreminjanjem naklona na-
slona jedra spreminjamo tudi velikost vertikalne komponente sile, ki deluje na okvir. Z
zmanjˇsanjem te komponente bi se morale posledicˇno zmanjˇsati tudi velikosti napetosti
v kriticˇnih tocˇkah. Na koncu bomo predlagane spremembe na konstrukciji ovrednotili
in ocenili njihovo izvedljivost v praksi.
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1.3 Proces tlacˇnega litja
Proces tlacˇnega litja aluminija je postopek, pri katerem s pomocˇjo dvodelnega orodja
preoblikujemo talino pod tlakom v koncˇni izdelek. Lijemo lahko izdelke kompleksnih
geometrij, ki ne potrebujejo veliko dodatne obdelave. Odstraniti je potrebno dolivek in
pretocˇnike (ulivni sistem) ter livni srh. Na zˇeljo kupca se lahko izvede sˇe dodatna ob-
delava npr. navojnih izvrtin, tesnilnih in toleriranih povrsˇin. Merska natancˇnost ulitka
je okoli 0,1 mm. Dejavniki, ki vplivajo na natancˇnost izdelave ulitkov so: kakovost
izdelave in temperaturno raztezanje gravurnih delov, togost okvirnih plosˇcˇ in skrcˇek
aluminijeve litine (0,5 %). Do merskih odstopanj lahko pride zˇe med procesom izdelave
gravurnih delov, saj v primeru slabo vzdrzˇevanega obdelovalnega stroja ne moremo za-
gotoviti ustreznih toleranc obdelave. Med samim procesom litja pride do temperaturne
obremenitve na gravure. Kljub temu, da so gravurni deli izdelani iz enakega materiala,
pride do neenakomernega raztezanja delov in posledicˇno do geometrijskih odstopanj
na ulitku. Da kompenziramo vpliv temperature, so orodja temperirana. Ko je orodje
zaprto, stranska jedra slonijo na okvirnih plosˇcˇah. V primeru, da ti nasloni niso dovolj
togi, pride do prevelike deformacije okvirne plosˇcˇe in nastajanja srha [1].
V nalogi bomo obravnavali del stabilne plosˇcˇe okvirja, ki se nahaja v blizˇini tlacˇne
komore. Preko tlacˇne komore bat potisne zlitino v orodno votlino tlacˇnega orodja.
Poznamo dve vrsti tlacˇnih komor: vrocˇa in hladna komora. Livarski stroji s hladnoko-
mornimi sistemom za ulivanje imajo tlacˇno komoro locˇeno od taline in je zˇe vgrajena
na livarskem stroju [1]. Na sliki 1.1 je prikazana skica takega stroja. Preko odprtine
na tlacˇni komori ulijemo talino v tlacˇno komoro, v tej fazi je bat potisnjen v skrajno
desno lego. Hitrost bata ni konstantna, ampak se tekom litja spreminja. Zaradi ve-
likih toplotnih obremenitev sta tlacˇna komora in bat vodno hlajena. Tudi orodje, ki
ga obravnavamo v tej nalogi, je bilo pritrjeno na horizontalni hladnokomorni livarski
stroj.
Slika 1.1: Horizontalni hladnokomorni livarski stroj [2].
V toplokomornih strojih tlacˇna komora ni vgrajena na stroju, ampak se nahaja v talilni
pecˇi in je s tlacˇnim orodjem povezana s cevjo in ulivno sˇobo. Horizontalni toploko-
morni stroj je predstavljen na sliki 1.2. Med potiskanjem taline v orodje se ta mesˇa
z zrakom, kar je velika slabost horizontalnih livarskih strojev. To lahko popravimo
z uravnavanjem hitrosti bata [1]. Hitrost bata je odvisna od faze litja, katere bomo
predstavili v poglavju 1.3.1.
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Slika 1.2: Horizontalni toplokomorni livarski stroj [2].
1.3.1 Faze tlacˇnega litja
Tlacˇno litje je razdeljeno v tri faze. Pri konvencionalnem tlacˇnem litju tlacˇno komoro
napolnimo med 50-55 %, v primeru da imamo tudi vakuume, pade procent polnitve
med 32-37 %. Glavne prednosti visokega procenta polnjenja so manjˇse toplotne izgube,
manj oksidov in manj zraka v tlacˇni komori. Slabost visokega procenta polnjenja pa je,
da zˇe najmanjˇsi val taline lahko povzrocˇi zajem zraka. Prav zajemanje zraka pa lahko
zmanjˇsamo z nizkim procentom polnjenja tlacˇne komore. Se pa pri nizkem procentu
polnjenja talina hitreje ohlaja, vsebuje vecˇji delezˇ oksidov in deformacija tlacˇne komore
je vecˇja [3].
V prvi fazi talino zelo pocˇasi potisnemo do ulivne rezˇe, faza traja nekaj sekund. Namen
prve faze je odzracˇevanje in potiskanje zraka pred talino skozi tlacˇno komoro. S tem
preprecˇimo nastajanje zracˇnih zˇepov v talini, zaradi katerih pride do poroznosti izdelka.
V drugi fazi talino pospesˇeno vbrizgamo v orodno votlino, faza traja med 0,02-0,2 s.
Zalitost izdelka je odvisna predvsem od druge faze. Po koncu druge faze se bat ustavi
zaradi zapolnjene orodne votline. Zaradi delovanje sile taline na bat se pojavijo velike
obremenitve na tlacˇno orodje. V tretji fazi apliciramo visok tlak, s katerim kompen-
ziramo krcˇenje aluminijeve zlitine [1]. Aluminijeva talina izgubi priblizˇno med 4-7 %
svojega volumna pri spremembi iz tekocˇega v trdno stanje [3]. V preglednici 1.1 smo
prikazali nekaj parametrov litja. Za nasˇ trdnostni preracˇun sta pomembna predvsem
trajanje in tlak tretje faze, saj je to maksimalni tlak, ki ga dosezˇemo tekom cikla litja
in povzrocˇi najvecˇje obremenitve na tlacˇno orodje.
Preglednica 1.1: Parametri litja.
Masa strela 7400 g
Masa ulitka 3915 g
Polnitev tl. komore 47 %
Tlak druge faze 56 MPa
Tlak tretje faze 95 MPa
Trajanje tretje faze 0,05 s





Tlacˇno orodje je sestavljeno iz dveh delov, iz stabilne in gibljive strani. Stabilni del je
pritrjen na nepomicˇno stran livarskega stroja, gibljivi del pa na gibljivo stran livarskega
stroja. Na sliki 1.3 je predstavljen prerez obravnavanega tlacˇnega orodja v zaprtem
stanju. Obe strani orodja sta na livarski stroj pritrjeni preko hitrih vpenjalnih elemen-
tov. Ko je orodje zaprto, se ustvari orodna votlina v obliki izdelka. S staliˇscˇa tlacˇnega
litja bi bilo najbolje, da bi bila polovica izdelka na stabilni in polovica na gibljivi strani,
vendar to v vecˇini primerov ni mozˇno, ker se delilna ravnina ponavadi ne nahaja na
polovici izdelka. Cˇe bi orodje imelo le stabilno in gibljivo gravurno plosˇcˇo, ulitka ne
bi mogli odstraniti iz orodne votline. Zato uporabljamo tudi stranska jedra, ki nam
omogocˇajo litje zahtevnejˇsih oblik izdelkov. Stranska jedra se pomikajo po vodilnih
letvah s pomocˇjo hidravlicˇnega cilindra. Po odprtju orodja se stranska jedra poma-
knejo nazaj, v smeri proti cilindrom. Ko se orodje odpre, mora ulitek ostati nakrcˇen
na gibljivi strani. Ulitek se odstrani iz gravurne plosˇcˇe preko izmetovalnega paketa. V
izmetovalnem paketu so izmetacˇi in povratniki. Izmetacˇi potisnejo izdelek iz gravurne
plosˇcˇe, povratniki pa sluzˇijo kot zasˇcˇita gravurnih plosˇcˇ. Izmetacˇi lahko pri zapiranju















Slika 1.3: Tlacˇno orodje.
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V stabilno okvirno plosˇcˇo so vgrajeni sˇtevilni sestavni elementi, na sliki 1.3 smo pred-
stavili le tiste, ki so pomembni za nasˇo analizo stabilne okvirne plosˇcˇe. V stabilno
okvirno plosˇcˇo se vstavi ulivna pusˇa, zagozde in stabilna gravurna plosˇcˇa. Zagozda
je privijacˇena na stabilno okvirno plosˇcˇo s sˇestimi vijaki M20. Naklon med naslonom
zagozde in vertikalnimi povrsˇinami okvirne plosˇcˇe je 100◦. Na sliki 1.4 je prikazana
pozicija zagozde na stabilni okvirni plosˇcˇi pod spodnjim stranskim jedrom.
Slika 1.4: Pozicija zagozde na stabilni okvirni plosˇcˇi.
Stransko spodnje jedro in vodilne letve so del gibljivega dela orodja. Na zgornjo
povrsˇino zagozde se v zaprtem stanju nalega spodnje stransko jedro, kot je prikazano
na sliki 1.3. Med zagozdo in jedrom ni nobene zracˇnosti, v nekaterih primerih se za-
gozdo tudi podlaga. V nasˇem primeru zagozda ni bila podlozˇena. Jedro je vodeno prek





Slika 1.5: Zracˇnost med letvijo in jedrom.
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Ko je orodje popolnoma zaprto, se jedro nahaja 5 mm pod vrhom vodilne letve, kot je
prikazano na sliki 1.6. Zaradi zracˇnosti med letvami in jedrom lahko pride pri velikih
obremenitvah na jedro do premika jedra. Zgornji del spodnjega stranskega jedra je
podprt s gravurnimi plosˇcˇami, v vertikalni smeri pa je podprt le z zagozdo. V primeru,
da jedro ni ustrezno pozicionirano glede na ostale gravurne dele, je potrebo zagozdo
podlozˇiti. S tem dosezˇemo bolj fiksno pozicioniranje jedra, vnesemo pa prednapetje
orodja.
5 mm
Slika 1.6: Koncˇna lega jedra glede na letev.
Zˇe v nasˇem primeru, ko zagozda ni bila podlozˇena, je priˇslo do mehanskih posˇkodb
stabilne okvirne plosˇcˇe. Na sliki 1.7 so z rdecˇo barvo oznacˇena mesta, kjer je priˇslo
do razpok na okvirni plosˇcˇi. Prikazani del okvirja, kontakt med zagozdo in jedrom ter
kontakt med vodilnimi letvami in jedrom bo predmet nasˇe analize.
Slika 1.7: Mesta mehanske posˇkodbe okvirne plosˇcˇe.
6
2 Teoreticˇne osnove in pregled lite-
rature
2.1 Mehanika kontakta
Kontakt lahko obravnavamo tako analiticˇno kot numericˇno. Ker pa z analiticˇnimi
metodami ne moremo opisati kompleksnih geometrij, ki pridejo v kontakt, je potrebno
obravnavati kontakte numericˇno. Predstavili bomo obravnavo kontakta brez trenja v
normalni smeri. Za obravnavo kontaktnega problema je bilo razvitih veliko numericˇnih




4. Diskretizacija kontaktne povrsˇine,
5. Algoritmi za iskanje kontakta,
6. Prilagoditvene metode za kontaktni problem.
Vsakega od zgoraj navedenih korakov bomo podrobneje predstavili. Na koncu pa bomo
sˇe naredili primerjavo med rezultati izracˇunov narejenih v Mathematici in Abaqusu
za racˇunski primer, ki je predstavljen v knjigi prof. Wriggers-a [5].
2.1.1 Kinematika kontakta
Kontaktni problemi so tudi za linearno elasticˇne materiale nelinearni. To je zaradi
tega, ker kontaktne povrsˇine ne poznamo vnaprej in je nelinearno odvisna od obreme-
nitve. Prav tako pa se v kontaktu pojavijo tudi velike deformacije, katere je potrebno
ustrezno popisati. V magistrski nalogi bomo obravnavali le majhne deformacije. Za
dolocˇitev geometrije kontakta potrebujemo algoritem za detekcijo kontakta in dolocˇiti
kinematicˇne povezave med telesi v kontaktu. Za kontakt poznamo dva pogoja: nepene-
tracijski, ki se uporablja v klasicˇni mehaniki kontakta in penetracijski, ki je uporabljen
v vecˇini numericˇnih algoritmov za kontakt [4]. Detekcijo kontakta bomo predstavili v
locˇenem podpoglavju.
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Predpostavimo dve elasticˇni telesi v kontaktu Bα, α = 1,2. Vsako telo je definirano s
povrsˇino Ωα ⊂ R3. Rob Γα telesa Bα, je sestavljen iz treh obmocˇij: Γαu del povrsˇine z
znani pomiki, Γασ del povrsˇine z znanimi obremenitvami in Γ
α
c povrsˇina, kjer je kontakt
med telesoma B1 in B2. Za dve telesi v kontaktu je nepenetracijski pogoj naslednji [5]:
(x2 − x1) · n1 ≥ 0, (2.1)
kjer je xα koordinata trenutne konfiguracije telesa Bα.
xα = Xα + uα (2.2)
Spremenljivka Xα je vezana na zacˇetno konfiguracijo Bα in uα je polje pomikov. Vektor
normale n1 je vezan na telo B1, slika 2.1.
Slika 2.1: Funkcija razdalje kontaktih povrsˇin.
Cˇe je kontaktna povrsˇina vsaj lokalno konveksna, lahko definiramo povezavo za vsako
tocˇko x2 na Γ 2 s tocˇko x1 = x1(ξ) na Γ 1, preko enacˇbe problema minimalne razdalje
kontaktih povrsˇin [5]:
dˆ1(ξ1,ξ2) =∥ x2 − x1 ∥= min
X1⊆Γ 1
∥ x2 − x1(ξ) ∥ . (2.3)
Enacˇbo (2.3) lahko uporabimo za definicijo razdalje ali pa penetracije med telesi v kon-
taktu. Povrsˇino Γ 1 smo parametrizirali s ξ = (ξ1,ξ2). Tocˇko x1 dolocˇimo iz potrebnega





∥ x2 − xˆ1(ξ1,ξ2) ∥ · xˆ
1
,α(ξ
1,ξ2) = 0. (2.4)
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Resˇitev enacˇbe (2.4) zahteva ortogonalnost prvega in drugega cˇlena. Ker je xˆ1,α(ξ
1,ξ2)











) = 0. (2.5)
Iz enacˇbe (2.5) sledi, da je trenutna referencˇna (ang. master) tocˇka xˆ1,α(ξ
1,ξ2) ortogo-
nalna projekcija odvisne (ang. slave) tocˇke x2 na trenutni referencˇni povrsˇini ϕ1t (Γ
1
c ).
Normala v referencˇni tocˇki na referencˇni povrsˇini je definirana z enacˇbo (2.6) [5]
n1 =
a11 × a12
∥ a11 × a12 ∥
, (2.6)









∥ x2 − xˆ1(ξ1,ξ2) ∥ (2.7)
Formulacijo normale z enacˇba (2.7) se lahko uporablja le s penalty metodo. Problem
te formulacije je, da v primeru, ko je imenovalec enak 0, normala ni definirana. Ko
smo definirali tocˇko x1, lahko zapiˇsemo nepenetracijski enacˇba (2.8) in penetracijski
pogoj enacˇba (2.9) [5].
gN = (x
2 − x1) · n1 ≥ 0 (2.8)
g−N =
{
(x2 − x1) · n1 if (x2 − x1) · n1 < 0
0
(2.9)
Enacˇba (2.9) definira velikost penetracije enega telesa v drugega in se mora upora-






·N2 + g0 (2.10)
kjer je uα polje pomikov, katerega lahko dolocˇimo iz zveze (2.2), g0 predstavlja zacˇetno
razdaljo med dvema telesoma in N
2












∥ A11 × A12 ∥
(2.12)
2.1.1.1 Virtualna funkcija razdalje kontaktnih povrsˇin
Pri izpeljavi sˇibke oblike potrebujemo tudi virtualno funkcijo razdalje kontaktnih povrsˇin.
Kot v prejˇsnjem poglavju bomo prikazali izpeljavo le za normalno smer funkcije raz-
dalje. Iz enacˇbe (2.8) sledi [5]:
δgN = δ
{
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Da dolocˇimo virtualno funkcijo (2.13) eksplicitno, moramo uposˇtevati vse cˇlene, ki so
odvisni od deformacije. V primeru kontakta moramo tako uposˇtevati projekcijo tocˇke
x2 na referencˇno povrsˇino, ki je parametrizirana s koordinatami ξ1 in ξ2 [5].
δgN =
(
η2 − η1 − x1,αδξα
) · n1 + (x2 − x1) · δn1, (2.14)
kjer je ηα = δxα virtualni pomik. Ker je x1,α · n1 = 0 in velja n1 · δn1 = 0, se enacˇba
(2.14) lahko poenostavi in tako dobimo [5]:
δgN =
(
η2 − η1) · n1 (2.15)
2.1.2 Konstitutivne enacˇbe
Za popis mehanskega stanja v kontaktu sta se razvili dve veji metod koncˇnih ele-
mentov. Prva formulacija temelji na nepenetracijskem pogoju, ki je odvisen samo od
geometrije kontakta in druga formulacija, ki uposˇteva elasticˇne oziroma elastoplasticˇne
konstitutivne zakone. Nepenetracijski pogoj je ponavadi uporabljen v aplikacijah, ki
ne zahtevajo velike natancˇnosti popisa kontaktnih povrsˇin. Pri tej formulaciji je po-
membno, da so geometrijske relacije v kontaktu izpolnjene. Zato pri tej formulaciji
ne moremo dolocˇiti konstitutivnih relacij za kontakt. Normalni kontaktni tlak je tako
odvisen samo od reakcije v kontaktu [4].
Ko pa zˇelimo natancˇno popisati fizikalno dogajanje v kontaktu, moramo uposˇtevati
tudi mikromehanske lastnosti kontaktnih povrsˇin. Konstitutivne enacˇbe za kontakt
v smeri normale lahko tako izpeljemo iz analize mikromehanskega odziva kontaktne
povrsˇine. Mikromehanske lastnosti povrsˇine so odvisne predvsem od parametrov ma-
teriala, kot sta trdota in hrapavost povrsˇine [4].
2.1.2.1 Formulacija z nepenetracijskim pogojem
Matematicˇni pogoj za nepenetracijo smo prikazali v enacˇbi (2.8). Do kontakta pride,
ko je gN enak 0. Tako lahko zapiˇsemo napetostni vektor t
1, ki pripada normalni
komponenti p1N [5]:
t1 = σ1n1 = p1Nn
1 + t1βT a
1
β, (2.16)





) = −t2 v kontaktni tocˇki x1. Za nasˇo formulacijo velja, da je pN = p1N = p2N < 0
in ker obravnavamo kontakt brez trenja, je napetost v tangencialni smeri t1βT enaka 0 [5].
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Slika 2.2: Napetostni vektor v kontaktu.
Sedaj lahko zapiˇsemo Hertz-Signorini-Moreau pogoje za kontakt brez trenja.
gN ≥ 0, pN ≤ 0, pNgN = 0 (2.17)
Pogoji iz enacˇbe (2.17) so osnova za obravnavo kontaktnega problema brez trenja.
Pogoje imenujemo tudi Kuhn-Tucker-jevi pogoji in so uporabljeni v optimizacijskih
metodah [5].
2.1.2.2 Konstitutivne enacˇbe za kontakt
Poleg uposˇtevanja trdote in hrapavosti povrsˇine je potrebno pri realnih povrsˇinah
uposˇtevati sˇe dodatne parametre. Pri vzpostavitvi kontakta med dvema hrapavima
povrsˇinama pride zaradi visokega kontaktnega tlaka najprej do plasticˇne deformacije
vrsˇicˇkov. Pri vecˇkratnem obremenjevanju pride zaradi plasticˇne deformacije do gla-
jenja kontaktnih povrsˇin in posledicˇno do spremembe kontaktnih pogojev. Zato mo-
deli za analizo kontaktov poskusˇajo zajeti le najvplivnejˇsi fenomen in predpostavljajo
elasticˇno ali plasticˇno deformacijo. Formulacija konstitutivnih enacˇb za dve hrapavi
povrsˇini v kontaktu je sestavljena iz dveh delov. V prvem koraku je potrebno defi-
nirati matematicˇno formulacijo geometrije povrsˇine v kontaktu. Geometrijo povrsˇine
sta s statisticˇnimi metodami opisala Greenwood in Williamson. V drugem delu pa je
potrebno opisati mehanski odziv enega vrsˇicˇka povrsˇine pod obremenitvijo. Kontaktni








Ni(γ)P (ζσ,κσ) dκ dζ (2.18)
kjer je ζσ = z/σz viˇsina normalizirana s korenom povprecˇne kvadratne napake (ang.
RMS − rootmean square) viˇsine σz. Ukrivljenost vrsˇicˇkov ks in RMS ukrivljenosti
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vrsˇicˇkov σk definirata povprecˇno ukrivljenost κ = ks/σk. Funkcija P (ζσ,κσ) je verje-
tnostna funkcija kontakta. Normalna kontaktna sila na enem vrsˇicˇku je definirana s
Ni(γ), kjer je γ = gN/σz. V vecˇini primerov lahko formuliramo trenutni kontaktni tlak
kot funkcijo trenutne razdalje od srednje ravnine kontakta, slika 2.3 [5].
Slika 2.3: Kontakta povrsˇina - nedeformirano in deformirano stanje.
pN = f(d) oziroma d = h(pN) (2.19)
Funkciji f in h sta nelinearni. V primeru kontakta je razdalja d povezana s funkcijo
razdalje kontaktnih povrsˇin gN preko relacije:
gN = ζ − d oziroma d = ζ − gN (2.20)
Vecˇino kontaktnih zakonov lahko zapiˇsemo v obliki (2.19). V nadaljevanju bomo pred-
stavili sˇe nekaj formulacij konstitutivnih zakonov. Konstitutivna relacija, ki jo je




Konstanti c3 in c4 sta odvisni od geometrijskih in materialnih lastnosti povrsˇine.















Konstanti c1 in c2 zajemata nelinearno porazdeljenost hrapavosti povrsˇine, σ in m pa
sta statisticˇna parametra profila povrsˇine. Za popis dveh realnih povrsˇin v kontaktu
je tako potrebnih veliko parametrov, kar otezˇi resˇevanje kontaktnega problema. Zato
se te formulacije uporabljajo samo takrat, ko ne moremo drugacˇe ustrezno modelirati
kontakta (npr. termo-mehanski kontakt) [5].
Drugacˇno formulacijo kontaktnega tlaka, ki bazira na eksperimentalnih podatkih, so
predstavili Kragelsky, Dobychin in Kombalov (1982). Formulacija je prikazana z enacˇbo
(2.23) [5].
pN = cNd
n = cN(ζ − gN)−1/n (2.23)
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Funkcijo razdalje smo definirali zˇe z enacˇbo (2.20), cN in n pa sta konstitutivna para-
metra, ki jih je potrebno dolocˇiti z eksperimentom. Za kovine parameter n ponavadi
zajema vrednosti 2 ≤ n ≤ 3 [5].
Konstitutivni enacˇbi (2.21) in (2.23) predstavljata zelo veliko togost zaradi velike pla-
sticˇne deformacije povrsˇine in glajenja vrsˇicˇkov. To povzrocˇi slabo pogojenost nu-
mericˇnih izracˇunov pri obravnavi enacˇb z metodo koncˇnih elementov [5].
2.1.3 Sˇibka oblika
Za izpeljavo sˇibke oblike bomo predpostavili kontakt brez trenja med togo povrsˇino
in deformabilnim telesom, katerega mehanski odziv je v linearno elasticˇnem podrocˇju.
Ker je gibanje telesa na eni strani omejeno s togo povrsˇino, pravimo temu primeru







𝛤𝑐  𝑝𝑁  
Slika 2.4: Enostranski kontaktni primer.
Ravnotezˇna enacˇba za linearno elasticˇno podrocˇje ima tako naslednjo obliko:
−Div σ = f, (2.24)
kjer je σ napetostni tenzor v tocˇkiX v telesu B. Napetosti lahko dolocˇimo iz deformacij








Napetosti tako izracˇunamo preko Hooke-ovega zakona.
σ(u) = E ε(u) (2.26)
Iz slike 2.4 lahko dolocˇimo naslednje robne pogoje:
1. Primarni robni pogoj oziroma Dirichlet-ov pogoj:
u = 0 na Γu. (2.27)
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2. Sekundarni robni pogoj oziroma Neumann-ov pogoj:
σn = t na Γσ, (2.28)
kjer je n normala na povrsˇini telesa in t porazdeljeno obremenitev na Γσ.
3. Kontaktni pogoji:
uN − g ≤ 0,
pN ≤ 0 na Γc,
(uN − g) pN = 0,
(2.29)
kjer je normalna komponenta pomika uN = u · n in normalna komponenta kon-
taktnega tlaka enaka pN = t · n [5].
Robne pogoje, ki smo jih definirali in zajemajo tudi neenakosti za kontakt brez trenja,
imenujemo Signorini-jev problem. Za resˇitev enacˇb z metodo koncˇnih elementov po-
trebujemo definirati navidezni pomik v. Navidezni pomik mora izpolnjevati naslednje
pogoje: v = 0 na Γu in kontaktni pogoj vN − g ≤ 0 ∀v ∈ V , kjer je vN = v · n. Naj












kjer je σ = σ(u), f so volumske sile in t je porazdeljena obremenitev. Zadnji cˇlen v
enacˇbi (2.30) lahko formuliramo tudi drugacˇe glede na tretji robni pogoj (2.29)3.
pN(uN − vN) = pN(uN − vN + g − g) = pN(vN − g) ≥ 0, (2.31)
kjer neenakost pride iz pogojev (2.29)1,2. Z uposˇtevanjem te neenakosti mora Signorini-
jev problem izpolnjevati naslednjo enacˇbo [5]:∫
B
σ · ε(u− v)dV ≥
∫
B
f · (u− v)dV +
∫
Γσ
t · (u− v)dΓ. (2.32)
Zaradi kontaktnega robnega pogoja dobimo sistem enacˇb z neenakostjo. Prav to je
glavna razlika od obicˇajne obravnave mehanike deformabilnih teles, kjer imamo sistem
enacˇb z enacˇajem. Zato je kontaktni problem tudi za linearno elasticˇen material neli-
nearen [5].
V enacˇbi (2.32) smo uposˇtevali, da gre za enostranski kontakt. V primeru kon-
takta dveh deformabilnih teles pa oblika enacˇbe ostane enaka, spremeni se le domena
B =
⋃2
















γ · (uγ − vγ)dΓ. (2.33)
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2.1.3.1 Obravnava kontaktnih pogojev
Za vkljucˇitev oziroma obravnavo kontaktnih pogojev v sˇibki obliki obstaja vecˇ nu-
mericˇnih metod. Vecˇina metode izhajajo iz teorije optimizacije in uporablja Lagrange-
ve mnozˇitelje oziroma kazenski (ang. penalty) faktor za resˇevanje neenakostnih proble-
mov. Ostale sheme pa bazirajo na matematicˇnem programiranju. Vecˇina standardnih
programov, ki resˇujejo kontakt z metodo koncˇnih elementov, uporabljajo penalty me-
todo oziroma metodo Lagrange-vih mnozˇiteljev. Metode izpolnjujejo pogojne enacˇbe za
normalno smer kontakta. Predpostavimo, da je lokacija kontakta med dvema deforma-
bilnima telesoma znana. To pomeni, da poznamo kontaktne pogoje znotraj inkrementa

















kjer je Cc prispevek zaradi kontakta. Za formulacijo prispevka kontakta Cc je bilo
razvitih veliko metod, ki so [5]:
1. Metoda Lagrange-vih mnozˇiteljev.
2. Penalty metoda.
3. Metoda direktne eliminacije geometrijskih kontaktnih pogojev.
4. Formulacija konstitutivnih enacˇb kontakta.
5. Nitsche-jeva metoda.
6. Lagrange-jeva perturbacijska metoda.
7. Barrier metoda.
8. Augmented Lagrange-jeva metoda.
9. Cross− constraint metoda, ki povezuje penalty in barrier metodo.
V seminarju bomo predstavili le metode 1, 2, 6 in 8, ki so najbolj pogosto uporabljene
v komercialnih programskih paketih.
2.1.3.2 Metoda Lagrange-vih mnozˇiteljev
Za formulacijo kontaktnega prispevka CLMc moramo najprej definirati energijsko funk-




λN gN dA, (2.35)
kjer je λN Lagrange-v mnozˇitelj. Drugacˇna formulacija metode je preko virtualnega







δλN gN dA (2.36)
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Prvi integral predstavlja virtualno delo Lagrange-vih mnozˇiteljev, drugi pa izpolnjeva-
nje kontaktnih pogojev. Lagrange-vem mnozˇitelj λN nam predstavlja kontaktni tlak
pN . Formulacija kontakta z Lagrange-vimi mnozˇitelji sluzˇi kot osnova za mortar me-
todo, ki se jo uporablja pri kontaktu neujemajocˇih se mrezˇ koncˇnih elementov [5].
Ko v kontaktu ni prisotnega zdrsa, ne rabimo razlikovati med normalno in tangen-
cialno smerjo kontakta. Zato lahko zapiˇsemo, da je pogojna enacˇba odvisna le od
deformacije odvisne tocˇke [5].
x2 − x1(ξ) = x2 − x1 = 0 (2.37)




λN · (v2 − v1) dA+
∫
Γc
δλN · (x2 − x1(ξ)) dA (2.38)
2.1.3.3 Penalty metoda









2 dA, ϵN > 0, (2.39)
kjer je ϵN kazenski parameter. Penalty izraz Π
P
c se vkljucˇi k sistemu enacˇb le takrat,
ko imamo definirano funkcijo penetracije g−N . Izraz za virtualno delo pri penalty metodi








N dA, ϵN > 0. (2.40)
Izkazˇe se, da je rezultat pri velikosti parametra ϵN →∞ enak kot pri metodi Lagrange-
vih mnozˇiteljev. Vendar pa velike vrednosti kazenskih parametrov povzrocˇijo nu-
mericˇno slabo pogojenost. Enako kot pri metodi Lagrange-vih mnozˇiteljev, ko nimamo




ϵ(x2 − x1) · (v2 − v1) dA (2.41)
Zaradi slabe pogojenosti pri velikih vrednostih kazenskih parametrov smo zelo omejeni
pri izbiri le teh. Izbira kazenskega parametra vpliva na izracˇun na vecˇ nacˇinov. Robni
pogoj ni izpolnjen eksaktno, kar povzrocˇi, da tudi izracˇunani pomiki odstopajo od
eksaktnih vrednosti. Kljub odstopanju pri izracˇunanih pomikih je potrebno izbrati
tako vrednost kazenskega parametra, da se izognemo slabi pogojenosti. Z bolj gosto
mrezˇo dobimo bolj natancˇne vrednosti pomikov, vendar pa je s tem potrebno prilagajati
tudi velikost ϵ. Zato lahko trdimo, da je kazenski parameter funkcija velikosti mrezˇe [5].
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2.1.3.4 Lagrange-va perturbacijska metoda
Lagrange-va perturbacijska metoda zdruzˇuje penalty metodo in metodo Lagrange-vih








α absolutna energija obeh teles in je ΠPLc energija povezana s kontaktom






















Prvi cˇlen v integralu je povezan s Lagrange-vo formulacijo, drugi cˇlen pa predstavlja
”konstitutivni zakon”: λN = ϵN gN . Cˇe vstavimo izraz za λN v prvi cˇlen enacˇbe (2.44),
dobimo standardno penalty formulacijo. V primeru, ko bi poslali ϵN → ∞, dobimo
metodo Lagrange-vih mnozˇiteljev. Ta formulacija velja le za kontakte brez trenja in
brez zdrsa. V primeru, da imamo drsenje kontakta, je potrebno uporabiti penalty ali
pa LM metodo [5].
2.1.3.5 Augmented Lagrange-va metoda
Ko smo zˇe pojasnili, je najvecˇja slabost penalty metode slaba pogojenost zaradi ve-
likega kazenskega parametra. Slabo pogojenost lahko preprecˇimo z oceno velikosti





kjer je k karakteristicˇen parameter togosti (kompresijski modul), N je sˇtevilo vseh
neznank v enacˇbah in t je racˇunalniˇska natancˇnost. Ker pa je natancˇnost, ki je potreba
za izpolnitev pogoja (2.29), dosti vecˇja od natancˇnosti uporabljene pri izracˇunih z
metodo koncˇnih elementov, s tem pristopom ne pridobimo veliko [4]. Glavna ideja
formulacije, da zdruzˇi ali penalty metodo ali pa konstitutivne zakone kontakt z LM















|λN |2 dΓ za λˆN > 0,
(2.46)
kjer je λˆN = λN + ϵN gN . V primeru, ko je λˆN ≤ 0 imamo kontakt, ko pa je λˆN > 0 pa






λˆN δgN + δλN gN
)




λN δλN dΓ za λˆN > 0.
(2.47)
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Enacˇbo (2.46) lahko poenostavimo, tako da naredimo dvojno zanko. V notranji zanki,
kjer ima Langrange-v mnozˇitelj λN konstantno vrednost, resˇujemo sˇibko obliko. V
zunanji zanki se pa nato Lagrange-v mnozˇitelj posodobi na novo vrednost. Takemu
algoritmu pravimo Uzawa algoritem. Formulacijo za Uzawa algoritem dobimo, tako
da je v enacˇbi (2.46) Lagrange-v mnozˇitelj konstanten. Z enacˇbo (2.48) smo prikazali




(λN + ϵN gN)δgN dΓ (2.48)
Ker vrednosti λN ne poznamo, moramo v iteracijski zanki formulirati postopek poso-
dabljanja tega parametra [5].
λNnew = λNold + ϵN gNnew (2.49)
Za formulacijo kontakta z uporabo konstitutivnih enacˇb je bil razvit poseben algoritem
za posodabljanje parametra λN , ki izpolnjuje nelinearne zakone v kontaktu. Iz enacˇbe





λN + ϵN [gN − ζ + d(pN)]
)
δgN dΓ. (2.50)
Formulacija za posodobitev Lagrane-jevega mnozˇitelja pN je tako enaka [4]:
pNnew = pNold + ϵN
[
gNnew − ζ + d(pNold)
]
(2.51)
2.1.4 Diskretizacija kontaktne povrsˇine
Obstaja veliko metod za diskretizacijo kontaktne povrsˇine. Diskretizacija je odvisna od
obravnavanega problema (linearna ali pa nelinearna kinematika), diskretizacije teles v
kontaktu in uporabljenih konstitutivnih zakonov kontakta [4]. Cˇe uposˇtevamo teorijo
majhnih deformacij, ne potrebujemo formulirati algoritma za detekcijo kontakta, ker
na stiku ne more priti do vecˇjih zdrsov. Ker se na stiku mrezˇi ujemata, lahko tako
definiramo kontaktne elemente, ki imajo voziˇscˇa na povrsˇini obeh teles. Tako lahko
dolocˇimo mozˇne kontaktne pare {i,k} ∈ Jc, slika 2.5. Tudi pri kontaktu s trenjem
se topologija mrezˇe ne bo spremenila med obremenjevanjem, zaradi infinitezimalno
majhnih zdrsov. Zato lahko tudi pri kontaktu s trenjem formuliramo kontakt na podlagi
vozliˇscˇnih parov [5].
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ℐ𝐶  𝑖 𝑘 
Slika 2.5: Diskretizacija kontakta za majhne deformacije.
2.1.4.1 Metoda Lagrange-vih mnozˇiteljev
Pri metodi Lagrange-vih mnozˇiteljev je potrebno diskretizirati pomike obeh teles uα,
ki definirajo funkcijo razdalje kontaktnih povrsˇin gN in virtualno funkcijo razdalje δgN
ter Lagrange-ve mnozˇitelje λN [5].∫
Γc

















N dΓ = 0 (2.53)
Interpolaciji parametrov λhN in δg
h
N , ki so definirani na Γ
h










kjer je ξ lokalna koordinata, ki definira oblikovni funkciji NI in MK . Vozliˇscˇne vre-
dnosti Lagrange-vih mnozˇiteljev in funkcije razdalje kontaktnih povrsˇin so oznacˇene z
λNK in δgNI . Sˇtevilo aktivnih kontaktih parov je dolocˇeno z oznako nc. Za izracˇun
integralov (2.52) in (2.53) potrebujemo dolocˇiti, katera povrsˇina v kontaktu je refe-
rencˇna povrsˇina in nato izvesti integracijo v skladu s diskretizacijo. Na sliki 2.6 je
za referencˇno povrsˇino izbran rob telesa B1. Na sliki je predstavljena diskretizacija z
isoparametricˇnimi linearnimi oblikovnimi funkcijami. Cˇe uporabimo enacˇbi (2.52) in
(2.54), dobimo [5]:∫
Γc










NI(ξ)MK(ξ) detJΓ (ξ) dξ, (2.55)
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𝛤◻ 𝛤𝑖− 1ℎ  𝛤𝑖ℎ   𝛤𝑐𝑖+1ℎ
 
𝜉 
Slika 2.6: Diskretizacija kontakta.
kjer je detJΓ (ξ) transformacija elementa povrsˇine na Γ
h
i v referencˇni element Γ.






kjer vektor u zajema vozliˇscˇne pomike obeh teles v kontaktu, prav tako tudi togostna
matrikaK in volumske sile f pripadajo obema telesoma. Enacˇbo (2.56) lahko zapiˇsemo




















V enacˇbi (2.57) telesi sˇe nista povezani, zato je potrebno uposˇtevati sˇe dodatne izraze,
ki jih dobimo iz enacˇb (2.52) in (2.53). Zato pa moramo sˇe definirati funkcijo razdalje




Spremenljivka CˆTi je odvisna od diskretizacije. Z integracijo enacˇbe (2.58) dobimo
vektor Ci. Vse kontakte prispevke lahko tako zlozˇimo v vektor, ki vsebuje nc elementov.
C = [C1|C2|...|Cnc ] (2.59)





uTKu− uTf + ΛTCTu, (2.60)
kjer je Λ vektor Lagrange-vih mnozˇiteljev. Z variacijo enacˇbe (2.60), kjer je η = δu,
dobimo naslednji dve enacˇbi:
ηT [Ku− f + CΛ] = 0 (2.61)
δΛT [CTu] = 0. (2.62)
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Enacˇba (2.63) prikazuje sistem linearnih enacˇb za znano sˇtevilo nc. V realnosti tega
sˇtevila ne poznamo, zato imamo sistem nelinearnih enacˇb. Poleg u in λN moramo tako
dolocˇiti sˇe ustrezno kontaktno cono [5].
2.1.4.2 Penalty metoda
Za razliko od metode Lagrange-vih mnozˇiteljev, je potrebno pri penalty metodi diskre-


























uTKu− uTf + ϵN
2
uTCCT u. (2.67)
Variacija enacˇbe (2.67) nam da naslednjo formulacijo:
ηT
[
Ku− f + ϵNCCTu
]
= 0 (2.68)
in v matricˇni obliki[
K +KP
]
u = f, (2.69)
kjer je KP = ϵNCC
T . Enako kot pri metodi Lagrange-vih mnozˇiteljev, imamo linearni
sistem enacˇb, saj poznamo nc [5].
2.1.4.3 Vozliˇscˇe-vozliˇscˇe kontaktni element
Najenostavnejˇsa diskretizacija kontakta je s formulacijo vozliˇscˇa na vozliˇscˇe. To for-
mulacijo lahko uporabimo tako za kontakt brez trenja kot kontakt s trenjem. Vendar
pa lahko ta tip formulacije kontakta uporabimo le pri geometrijsko linearnih proble-
mih, kjer ne sme biti velikih tangencialnih premikov vozliˇscˇ. Izraz za funkcijo razdalje
kontaktnih vozliˇscˇ je tako enak [5]:
gNi = (u
2
i − u1i ) · n1i + gi ≥ 0. (2.70)
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V enacˇbi (2.70) uαi predstavlja vektor pomikov teles Bα, vozliˇscˇnega para i in gi je
zacˇetni odmik dveh vozliˇscˇ. Variacija enacˇbe (2.70) je enaka [5]:
δgNi = (η
2
i − η1i ) · n1i . (2.71)
Za metodo Lagrange-vih mnozˇiteljev dobimo:∫
Γc








i − η1i ) · n1i Ai (2.72)
∫
Γc








(u2i − u1i ) · n1i + gi
]
Ai = 0 (2.73)
Produkt λNi in Ai je kontaktna sila v vozliˇscˇu i. Z uvedbo dveh vektorjev lahko

























































Pri penalty metodi moramo diskretizirati enacˇbo (2.72), kjer velja λN = ϵ gN . Dis-
kretizacija penalty metode je tako enaka [5]:∫
Γc
ϵN gN δgN dΓ −→
nc∑
i=1
ϵN gNi δgNiAi =
nc∑
i=1
ηTi ϵN gNiCiAi. (2.79)
Povrsˇino Ai, ki pripada kontakti tocˇki i, vecˇkrat zanemarimo oziroma je vkljucˇena v
kazenskem parametru. Zato kontaktni tlak pNi postane kontaktna vozliˇscˇna sila fNi =
ϵNAi gNi = ϵN gNi. Obe formulaciji diskretizacije kontakta, ki smo jih predstavili, lahko
uporabimo za 1D, 2D in 3D probleme. Prilagoditi je potrebno le velikosti vektorjev in
matrik [5].
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2.1.5 Algoritmi za iskanje kontakta
Dolocˇitev potencialnih vozliˇscˇ, ki pridejo v kontakt, ni trivialno, sˇe posebej v primeru
velikih deformacij. Vozliˇscˇe lahko v tem primeru pride v kontakt s katerokoli tocˇko
na drugem telesu ali pa celo v kontakt s povrsˇino lastnega telesa. Da bi preverjali
vsako vozliˇscˇe s povrsˇino drugega telesa, je racˇunsko prevecˇ potratno, zato je potrebno
skonstruirati racˇunsko ucˇinkovit in robusten algoritem [4]. Algoritmi za iskanje kon-
takta so zelo pomembni, sˇe posebej pri analizah avtomobilskih trkov in fragmentaciji
krhkih materialov, kjer se lahko kontakti pojavijo na nepricˇakovanih mestih. V takih
primerih mora kontakt poiskati za vsak inkrement posebej [5]. Razvoj algoritmov za
iskanje kontakta lahko razdelimo na dve veji. Prva veja algoritmov obravnava kontakt
med deformabilnim in togim telesom. Druga veja pa obravnava kontakt med dvema
ali vecˇimi deformabilnimi telesi in kontaktom telesa s samim seboj [4].
V prvem primeru je togo telo definirano kot implicitna funkcija, zato moramo pre-
veriti le vozliˇscˇa, ki lezˇijo na povrsˇini deformabilnega telesa. Pri obravnavi kontakta
med vecˇjim sˇtevilom deformabilnih teles pa je algoritem bolj kompleksen, zato ga raz-
delimo na globalni in lokalni algoritem. Z globalnim algoritmom iˇscˇemo, katera telesa,
deli teles, povrsˇine ali pa deli povrsˇin lahko pridejo v kontakt znotraj cˇasovnega ko-
raka oziroma inkrementa pomikov [4]. Lokalni algoritem pa je sestavljen iz detekcije
kontakta, preverimo ali je priˇslo do penetracije in dolocˇimo tocˇno lokacijo kontakta, in
posodobimo vrednosti konstitutivnih enacˇb ter napetosti iz prejˇsnjega inkrementa [5].
2.1.5.1 Globalni algoritem
V primeru majhnih deformacij se pozicije teles ne spremenijo veliko med posameznimi
inkrementi in predpostavimo fiksno topologijo, zato lahko kinematiko kontakta opiˇsemo
z linearnimi relacijami. Tako poznamo vse kontaktne pare in je potrebno le dolocˇiti
tocˇno lokacijo kontakta (detekcija kontakta) [5].
Pri velikih deformacijah pa se pojavi tudi drsenje kontaktne tocˇke po povrsˇini telesa.
Zaradi tega je potrebno v vsaki iteraciji ponovno izvesti algoritem za iskanje kontakta
za trenutno deformacijsko stanje. Vsak koncˇni element mora biti preverjen, ali je kon-
takt med vozliˇscˇi mozˇen. Cˇe imamo kontaktni problem diskretiziran z N elementi,
potem moramo izvesti N2 operacij za iskanje kontakta. Zaradi tega so taki algoritmi
zelo pocˇasni in je potrebno iskati kontakt z drugacˇnimi metodami. Sheme, ki so bile
razvite, so predstavljene na sliki 2.7 [5].
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Slika 2.7: Sheme za globalni algoritem.
Mrezˇa/Prilagoditvena mrezˇa
Algoritem na podlagi mrezˇe bazira na razdelitvi prostora diskretnih teles na mrezˇo
enako velikih pravokotnih celic, slika 2.7(a). Algoritem dobro deluje, ko so elementi
enakomerno porazdeljeni po celicah mrezˇe. V primeru neenakomerne porazdelitve ele-
mentov lahko uporabimo prilagoditveno mrezˇo, slika 2.7(c). Vendar se pri tej metodi
racˇunski cˇas mocˇno povecˇa v primerjavi s homogeno mrezˇo [5].
Binarno drevo
Ta metoda prav tako bazira na mrezˇi pravokotnih celic, slika 2.7(b), vendar ohranijo se
le celice, ki vsebujejo koncˇne elemente. Racˇunski cˇas je odvisen predvsem od zacˇetne
konstrukcije drevesa, vendar ga lahko s posebnimi tehnikami mocˇno skrajˇsamo. Cˇas za
konstrukcijo in iskanje kontakta je tako enak O(N logN), kjer je N sˇtevilo objektov,
ki lahko pridejo v kontakt [5].
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Telesne celice
Prednost te metode je v tem, da ne potrebuje nobene strukture podatkov in je neobcˇutljiva
na prostorsko razporeditev elementov, slika 2.7(d). Potrebujemo le vektor elementov
O(N) za hrambo podatkov, zaradi tega metoda potrebuje 10 krat manj delovnega spo-
mina kot metoda z binarnim drevesom [5].
Razviti so bili tudi drugi algoritmi, ki so neobcˇutljivi na velikost objektov v ana-
lizi. Zato so take metode zelo dobre pri analizah s koncˇnimi elementi, kjer ne moremo
vnaprej predvideti velikosti odkrusˇenega dela telesa. Algoritem potrebuje O(N logN)
operacij za izracˇun [5].
2.1.5.2 Lokalni algoritem
Pri lokalnem algoritmu moramo locˇiti med tremi razlicˇnimi formulacijami: dve togi
telesi, togo in deformabilno telo in kontakt dveh deformabilnih teles. Ker ima vsaka
vrsta kontakta svojo formulacijo geometrijskih kontaktnih pogojev, je potrebno potem
uporabiti tudi razlicˇne lokalne algoritme. Predstavili bomo formulaciji le za zadnje dva
primera kontakta [5].
Kontakt togega in deformabilnega telesa
Najprej je potrebno definirati matematicˇni model togega telesa. Togo telo nam de-
finira normalo v kontaktu, zaradi tega je togo telo tudi referencˇno telo. Togo telo
ponavadi definiramo kot implicitno funkcijo f(x,y,z). Da ugotovimo ali je odvisno vo-
zliˇscˇe xs = {xs,ys,zs}T znotraj oziroma zunaj togega telesa, moramo dolocˇiti vrednost
funkcije f(xs,ys,zs). Cˇe je f < 0, se tocˇka xs nahaja v togem telesu, v primeru pa ko
je f > 0, je tocˇka zunaj telesa. V primeru da je f = 0, tocˇka lezˇi na povrsˇini telesa.
Normalo lahko tako dolocˇimo preko gradienta funkcije f [5].
n =
grad f
|grad f | (2.80)
Z izracˇunom normale v tocˇki xs, lahko dolocˇimo lokalne komponente kontaktnih nape-
tosti za tocˇko xs [5].
Kontakt dveh deformabilnih teles
Predpostavimo, da smo z globalnim algoritmom nasˇli potencialne kontaktne tocˇke,
tako dobimo dve sosednji mrezˇi koncˇnih elementov Ω1 in Ω2. Z globalnim algoritmom
smo dolocˇili priblizˇne lokacije kontakta, zdaj nas pa zanima, katero odvisno vozliˇscˇe je
priˇslo v kontakt s katerim referencˇnim (master) segmentom. Pristop, ki sta ga upora-
bila Benson in Hallquist, lahko uporabimo tako za 2D kot tudi 3D kontaktne probleme.
Metoda razdeli detekcijo lokalnega kontakta tocˇke xs na tri faze, slika 2.8 [5].
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Slika 2.8: Detekcija 2D kontakta.
1. Identificirati moramo najblizˇjo referencˇno tocˇko x1k za tocˇko xs. Tocˇko dolocˇimo
tako, da iˇscˇemo minimum razdalje med odvisno in referencˇno tocˇko, mink=1,...,c+1 ||xs−
x1k||. V nasˇem primeru je to tocˇka x1i , slika 2.8.
2. Preveriti je potrebno vse sosednje elemente tocˇke x1i in dolocˇiti povrsˇino, ki ji
pripada projekcija tocˇke xs, stranica a
1
i .
3. Izracˇunati koordinato ξ.
Fazi 1 in 2 se izvedeta lokalno, cˇe algoritem pravilno implementiramo. Zato je algoritem
tipa O(N). Realizacija faze 3 pa je odvisna od diskretizacije kontakta. V fazi 2 lahko
pride do situacije, ko ne moremo enolicˇno dolocˇiti projekcije na referencˇno povrsˇino,
slika 2.9. Za tocˇko xs dobimo dve mozˇni projekciji na dve referencˇni ravnini, x
1
i − x1i−1
in x1i+1− x1i . Zaradi tega dobimo dve funkciji razdalje kontaktnih povrsˇin, gi−1 in gi+1.
V takem primeru se moramo sami odlocˇiti znotraj algoritma, kateri referencˇni segment
je pravilni [5].
x𝑖− 11  x𝑖+11  
x𝑖1 
x𝑠  𝑔𝑖− 1 𝑔𝑖+1 
Slika 2.9: Dvojna projekcija na referencˇno povrsˇino.
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2.1.6 Prilagoditvene metode za kontaktni problem
Ker z numericˇnimi metodami dobimo le priblizˇke realnim vrednostim, je potrebno
kontrolirati velikosti numericˇnih napak. Glavna naloga prilagoditvenih metod je, da
z njimi dolocˇimo optimalno mrezˇo koncˇnih elementov, katere napaka je pod mejo,
ki smo jo dolocˇili. Ker je racˇunski cˇas odvisen od sˇtevila neznank mrezˇe koncˇnih
elementov, je potrebno dolocˇiti tako mrezˇo, ki bo imela minimalno sˇtevilo neznank
pri dani toleranci/napaki. Da bi dosegli primerljivo kvaliteto resˇitve problema, je
potrebna cˇimbolj enakomerna porazdelitev napake po elementih nasˇe mrezˇe. Napake
lahko kontroliramo preko ostanka (residual), cˇigar vrednost definiramo pred iterativno
zanko, ali pa preko kriterijev, ki bazirajo na uporabi superkonvergencˇnih lastnosti [4].
2.2 Racˇunski primer
Z racˇunskim primerom iz literature bomo prikazali razlike v metodah. Uporabili smo
metodo Lagrange-vih mnozˇiteljev in penalty metodo pri dveh razlicˇnih kazenskih pa-
rametrih. Nato smo nasˇe izracˇune primerjali sˇe z Abaqusom.
2.2.1 Definicija
Obravnavali smo dve fiksno vpeti palici. Prva palica je bila vpeta na levem koncu in
diskretizirana s tremi koncˇnimi elementi, vsak dolzˇine l = 1 mm. Na drugo vozliˇscˇe
palice smo dodali silo F , velikosti 20 N. Druga palica je bila vpeta na desnem koncu in
je bila diskretizirana z enim elementom, dolzˇine l in togosti 2E. Med palicama je bil
razmak g = 0.01 mm. Skica problema je prikazana na sliki 2.10.
Slika 2.10: Skica obravnavanega kontaktnega problema [5].
Palici imata precˇni presek A =100 mm2 in elasticˇni modul E = 10 MPa. Dokler med
palicama ni kontakta, imamo linearni sistem enacˇb, kjer smo zˇe uposˇtevali robne pogoje
palic.
K0 u = f −→ E A
l
⎡⎢⎢⎣
2 −1 0 0
−1 2 −1 0
0 −1 1 0
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2.2.2 Klasicˇno resˇevanje
2.2.2.1 Lagrange-vi mnozˇitelji
Ko se vzpostavi kontakt, je potrebno formulirati eno izmed metod predstavljeno v
poglavju 2.1. Najprej bomo predstavili formulacijo z metodo Lagrange-vih mnozˇiteljev.
Pri LM metodi se sistem enacˇb razsˇiri, saj je potrebno uposˇtevati sˇe prispevek zaradi
kontakta. Z enacˇbo (2.63) je predstavljen sistem enacˇb za LM metodo. Na podlagi te
enacˇbe smo lahko zapisali sistem enacˇb (2.82), s katerim resˇimo obravnavani kontaktni
problem. V dodatni vrstici sistema enacˇb je neznanka Lagrange-v mnozˇitelj λN , ki je


















0 0 0 2EA
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Sistem enacˇb za penalty metodo smo predstavili z enacˇbo (2.69). Za razliko od LM
se pri penalty metodi sistem enacˇb ne razsˇiri. Prav tako ne uvedemo nove neznanke
v sistem, ampak se doda le kazenski parameter. Kazenski parameter definira togost
kontakta, zato je v togostni matriki dodan kot cˇlen vsote pri vozliˇscˇih, ki pridejo v
kontakt. V vektorju zunanjih sil nam zadnje dva cˇlena predstavljata reakcijsko silo v
kontaktu. Sistem enacˇb je prikazan z enacˇbo (2.83). Pri penalty metodi smo naredili
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2.2.2.3 Rezultati
Na sliki 2.11 smo prikazali resˇitve za vse tri primere kontakta. Modra cˇrta predstavlja
pomik vozliˇscˇa u41, ko sˇe ni bilo kontakta med palicama. Pri sili 5 N se razmak g
med palicama zapre in vzpostavi se kontakt. Z Lagrange-vo metodo dobimo eksaktno
resˇitev obravnavanega primera. Pri maksimalni sili (F = 20 N) vidimo, da je pomik
vozliˇscˇa 0.0142 mm. Prav tako vidimo, da se s povecˇevanjem kazenskega parametra
vedno bolj priblizˇujemo eksaktni resˇitvi.
Slika 2.11: Primerjava rezultatov - Mathematica.
Rezultati iz slike 2.11 se popolnoma ujemajo z rezultati iz literature, slika 2.12.
Slika 2.12: Primerjava rezultatov - literatura [5].
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Problem smo obravnavali tudi v Abaqusu, rezultati so prikazani na sliki 2.13. Prika-
zali smo izracˇun le s penalty metodo, ker Abaqus ne mogocˇa uporabe samo metode
Lagrange-vih mnozˇiteljev, ampak ima zˇe modificirane formulacije. Tudi pri penalty
metodi se rezultati ne ujemajo popolnoma z nasˇimi izracˇuni v Mathematici. Vendar
lahko kljub manjˇsim odstopanj lahko trdimo, da so rezultati primerljivi.
Slika 2.13: Primerjava rezultatov - Abaqus.
2.2.3 Iterativno resˇevanje
Primer smo resˇili tudi z Newton-Raphson-ovim algoritmom. Podobno kot pri klasicˇnem
resˇevanju, smo problem razdelili na dve zanki. Prva zanka je sluzˇila kot algoritem za
iskanje kontakta, druga zanka pa je resˇevala kontaktni problem.
Newton-Raphson-ov algoritem je sestavljen iz sistema enacˇb, ki zajema vektorje notra-
njih in zunanjih sil, vektorja korekcije vozliˇscˇnih pomikov in togostne matrike, imeno-
vane Jacobijeva matrika. Vektor zunanjih sil {Fext} vsebuje zunanje obremenitve, ka-
tere so razdeljene na inkremente. Z vsakim novim inkrementom se doda delcˇek celotne
zunanje obremenitve. V zadnjem inkrementu apliciramo celotno obremenitev. Vektor
notranjih sil {Fint} je odvisen od napetosti, katere so posledica deformacij izracˇunanih
iz vozliˇscˇnih pomikov. Znotraj iterativne zanke zˇelimo dolocˇiti take vozliˇscˇne pomike,
da bodo izpolnjene vse enacˇbe robnega problema. V vsakem inkrementu mora biti
izpolnjena enacˇba (2.84).
{R} = {Fext}n+1 − {Fint}i,n+1 = {0} (2.84)
Vektor zunanjih sil je enak kot v enacˇbi (2.81), le da se sila inkrementalno povecˇuje.
Vektor notranjih sil pa je definiran z enacˇbo (2.85), iz katere je razvidno, da so notranje
sile odvisne od izracˇunanih napetosti in prereza KE.
{Fint} = {(−σ1A+ σ2A), (−σ2A+ σ3A), (−σ3A), (2σ4A)}T (2.85)
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Jacobijeva matrika je definirana prvim cˇlenom mnozˇenja v enacˇbi (2.87) in je enaka kot
togostna matrika v enacˇbi (2.81). Sistem enacˇb, ki jih moramo resˇiti znotraj vsakega
inkrementa je predstavljen z enacˇbo (2.86) oziroma (2.87). Resˇitev enacˇbe (2.87) je





{δU} = {R}i (2.86)
















Algoritem za iskanje kontakta je predstavljen z blokovnim diagramom na sliki 2.14 in
v prilogi A. V blokih Vnesi podatke in Podaj je potrebno definirati dimenzijske in
materialne lastnosti palic ter dolocˇiti karakteristike programa. Pri izbiri karakteristik
programa je potrebno uposˇtevati, da je pri zahtevani veliki natancˇnosti izracˇuna (toler)
potrebno povecˇati sˇtevilo iteracij znotraj inkrementa. V nasˇem programu definiramo
dovoljeno sˇtevilo iteracij s konstanto maxiter. Ker smo obravnavali linearni sistem
smo dolocˇili, da je maksimalno sˇtevilo iteracij tri, saj resˇitev skonvergira v prvi ite-
raciji. Z naslednjim blokom ustvarimo vektorje, katerih velikost je odvisna od sˇtevila
inkrementov in vozliˇscˇ. V prvem inkrementu so vsi vektorji nicˇelni.
Blok Zacˇni nov inkrement predstavlja zacˇetek iterativne zanke. Za vsak nov in-
krement se posodobijo vrednosti vektorjev vozliˇscˇnih pomikov, notranjih in zunanjih
sil. Posodobljene vektorje nato uporabimo v notranji zanki, ki se zacˇne z blokom Zacˇni
novo ravnotezˇno iteracijo. Znotraj tega bloka izracˇunamo nove vozliˇscˇne pomike
in iz novega inkrementa pomika tudi nov inkrement deformacij. Z definiranjem konsti-
tutivnega modela tako preko znanega inkrementa deformacij izracˇunamo sˇe napetosti.
V nasˇem programu smo uporabili Hooke-ov zakon za linearno elasticˇen material. Iz
izracˇunanih napetosti lahko izracˇunamo nove vrednosti notranjih sil Fint. Pravilnost
izracˇuna notranje zanke kontroliramo z razliko med zunanjimi Fext in notranjimi Fint
silami, ki mora biti enaka 0 oziroma znotraj definirane natancˇnosti (toler). Z enacˇbo
(2.84) je prikazan vektorski zapis razlike.
Cˇe je R vecˇji od toler, najprej preverimo ali je zˇe presezˇeno maksimalno sˇtevilo iteracij.
Presezˇeno sˇtevilo iteracij pomeni, da resˇitev ne konvergira, zato program prekinemo.
V primeru, da maksimalnega sˇtevila iteracij nismo presegli, se vrnemo na zacˇetek no-
tranje zanke in izracˇun ponovimo. V naslednji blok, kjer izracˇunamo novo vrednost
razdalje med palicama, nadaljujemo le v primeru, ko je R manjˇsi od toler.
Koncˇni rezultat, ki nas zanima je, ali sta palici v kontaktu ali ne. Zato v zadnjem
koraku preverimo ali je nova razdalja med palicama manjˇsa ali enaka 0. Cˇe tega po-
goja sˇe nismo izpolnili, se vrnemo na zacˇetek iteracijske zanke in pricˇnemo z novim
inkrementom. V primeru, da je pogoj izpolnjen zanko zakljucˇimo. Kontakt se je
vzpostavil, zato nadaljujemo z drugo zanko.
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za vse n ∈ {1,2,...,inc + 1}
inicializiraj:
σ = 0, ϵ = 0
za vse n ∈ {1,2,...,inc + 1}
in it ∈ {1,2,...,StV} inicializiraj:
U=0, Fint=0, Fext=0












- izracˇun inkrementa: ∆U=Un+1-Un
- izracˇun inkrementa deformacij: ∆ϵ=B.∆U
Konstitutivni model
za vsako materialno tocˇko se izracˇuna:
∆ϵ, ∆σ, σold, σtr = σold +∆σ
Izracˇun ostanka sil R
R<toler ? i=maxiter ?














Slika 2.14: Diagram poteka - ni kontakta.
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2.2.3.1 Lagrange-vi mnozˇitelji
V enacˇbi (2.88) sta predstavljena vektorja notranjih in zunanjih sil. Vektor zunanjih
sil je podoben kot v enacˇbi (2.82), le da smo pri pomiku smo uposˇtevali nasprotni
predznak. Na sliki 2.15 smo prikazali sile, ki se pojavijo ob vzpostavitvi kontakta.
Naredili smo prerez dveh mejnih KE. Iz skice smo nato zapisali tretji in cˇetrti cˇlen
vektorja notranjih sil. Zadnji cˇlen v vektorju notranjih sil, predstavlja kontaktni pogoj,
kateri mora biti tekom kontakta vedno izpolnjen. Jacobijevo matriko smo dolocˇili iz
enacˇbe (2.87), koncˇna oblika je predstavljena z matriko (2.89).
𝜎3 𝜎4 𝜆 𝜆 F3  F4  





































0 0 0 2EA
l
−1
0 0 1 −1 0
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(2.89)
Lagrange-v mnozˇitelj je reakcijska sila v kontaktu. Razlika med pomikoma 3 in 4
vozliˇscˇa mora biti enaka zacˇetni razdalji vozliˇscˇ g. Tako zagotovimo, da ne pride do
zajedanja v kontaktu.
Na sliki 2.16 je predstavljen diagram poteka zanke za obravnavo kontakta z Lagrange-
vimi mnozˇitelji. Iterativna zanka deluje na enak princip kot zanka za iskanje kontakta.
Zanka za iskanje kontakta se je koncˇala z inkrementom n. Pomembno je, da se kontak-
tna zanka zacˇne z inkrementom n − 1, saj v primeru da smo silo razdelili na premalo
inkrementov s prvo zanko ne najdemo natancˇnega zacˇetka kontakta in tako pride do
napak v izracˇunih. Kontaktna zanka se mora vedno zacˇeti z inkrementom pred vzpo-
stavitvijo kontakta, kar je razvidno v prvi vrstici bloka z vektorji. Glavna razlika pri
snovanju vektorjev v kontaktni zanki je, da prvi cˇlen vektorjev ni nicˇelni. Prvi cˇlen vseh
vektorjev je zadnji cˇlen oziroma n−1 iz zanke za iskanje kontakta. Zaradi kontaktnega
pogoja je potrebno dodati cˇlen v vektorjih. Delovanje zanke od kreiranja vektorjev
naprej je enako kot pri zanki za iskanje kontakta. Program je predstavljen v prilogi B.
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Zacˇetek
n=n-1
za vse nc ∈ {n+ 1,...,inc + 1}
inicializiraj:
σc[[n+ 1]] = σ[[n+ 1]], ϵc[[n+ 1]] = ϵ[[n+ 1]]
za vse nc ∈ {n+ 1,...,inc + 1}
in it ∈ {1,2,...,StV + 1} inicializiraj:
Uc = {U[[n+ 1,1]],U[[n+ 1,2]],U[[n+ 1,3]],U[[n+ 1,4]], 0},













- izracˇun inkrementa: ∆Uc=Uc,nc+1-Uc,nc
- izracˇun inkrementa deformacij: ∆ϵc=B.∆Uc
Konstitutivni model
za vsako materialno tocˇko se izracˇuna:
∆ϵc, ∆σc, σc,old, σc,tr = σc,old +∆σc
Izracˇun ostanka sil R















Slika 2.16: Diagram poteka - Lagrange-vi mnozˇitelji.
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Rezultati
Zunanjo silo F smo najprej razdelili na 20 inkrementov. Dobljene rezultate smo pri-
merjali z rezultati iz poglavja 2.2.2.3. Ujemanje rezultatov je prikazano na sliki 2.17.
Modra cˇrta predstavlja resˇitev iz poglavja 2.2.2.3 in smo jo vzeli kot referencˇno vre-
dnost. Cˇrtkana rdecˇa cˇrta pa predstavlja rezultate iterativnega resˇevanja kontakta.
Slika 2.17: Ujemanje rezultatov - 20 inkrementov.
Pri dani inkrementaciji vlecˇne sile F dosezˇemo tocˇno tocˇko kontakta. Ko je sila F
enaka 5 N, pride do kontakta. Zato se krivulji popolnoma ujemata. V inkrementu, ko
pride do kontakta mora biti Lagrange-v mnozˇitelj enak 0, saj se palici le dotikata, ne
povzrocˇata pa reakcijskih sil. Na sliki 2.18 je prikazan izpis petega inkrementa, kjer
se vzpostavi kontakt. Kot je razvidno, je pomik tretjega vozliˇscˇa enak razdalji med
palicama g in Lagrange-v mnozˇitelj λ je enak 0 N.
Slika 2.18: Izpis rezultatov 5. inkrementa.
Cˇe vlecˇno silo razdelimo sˇe na manjˇse inkremente, to ne vpliva veliko na tocˇnost rezul-
tatov. V primeru, ko pa uporabimo manj kot 20 inkrementov, pa tocˇne tocˇke kontakta
ne moremo dolocˇiti. Tak primer je prikazan na sliki 2.19. Izbrali smo pet inkremen-
tov vlecˇne sile. S prvo zanko smo ugotovili, da je priˇslo do kontakta zˇe v drugem
inkrementu, kjer je bil pomik tretjega vozliˇscˇa 0.016 mm. Kontaktna zanka je zacˇela
z drugim inkrementom, zato je priˇslo do prve spremembe v naklonu premice. Drugi
prelom se pa zgodi, ko ”ujamemo” pravi potek kontakta in se rezultati ponovno po-
polnoma ujemajo.
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Slika 2.19: Ujemanje rezultatov - 5 inkrementov.
2.2.3.2 Penalty metoda
V enacˇbah (2.90) in (2.91) so predstavljeni vektor zunanjih in notranjih sil ter Jaco-
bijeva matrika za penalty metodo. Jacobijevo matriko smo dobili z uporabo enacˇbe
(2.87). Tako vektorja kot matrika so enakih velikosti kot pri prvi zanki algoritma.
Pri vektorju notranjih sil, je potrebno pri vozliˇscˇih 3 in 4 uposˇtevati sˇe velikost za-
jedanja skalirano s kazenskim parametrom. Ker sta v nasˇem primeru velikosti tre-




), je potrebno v iteracijski zanki tako dolgo popravljati velikost zajedanja,
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0 0 −ϵn 2EAl + ϵn
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (2.91)
Na sliki 2.20 je predstavljen diagram poteka za penalty metodo. Konstrukcija zanke je
podobna kot pri prejˇsnji metodi, le da je potrebno uposˇtevati enacˇbi (2.90) in (2.91).
Definirati pa je potrebno tudi velikost parametra ϵn. Z vecˇanjem kazenskega parametra
se priblizˇujemo rezultatom Lagrange-ve metode. S tem dosezˇemo manjˇse zajedanje, saj
se togost kontakta povecˇuje. Program za penalty metodo je prikazan v prilogi C.
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Zacˇetek
podaj penalty parameter: ϵn = ...
n=n-1
za vse nc ∈ {n+ 1,...,inc + 1}
inicializiraj:
σc[[n+ 1]] = σ[[n+ 1]], ϵc[[n+ 1]] = ϵ[[n+ 1]]
za vse nc ∈ {n+ 1,...,inc + 1}
in it ∈ {1,2,...,StV} inicializiraj:
Uc = {U[[n+ 1,1]],U[[n+ 1,2]],U[[n+ 1,3]],U[[n+ 1,4]]},
Fintc = {Fint[[n+ 1,1]],Fint[[n+ 1,2]],Fint[[n+ 1,3]] + ϵn(Uc[[n+ 1,3]]− Uc[[n+ 1,4]]),














- izracˇun inkrementa: ∆Uc=Uc,nc+1-Uc,nc
- izracˇun inkrementa deformacij: ∆ϵc=B.∆Uc
Konstitutivni model
za vsako materialno tocˇko se izracˇuna:
∆ϵc, ∆σc, σc,old, σc,tr = σc,old +∆σc
Izracˇun ostanka sil R














Slika 2.20: Diagram poteka - penalty metoda.
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Rezultati
Za referenco smo ponovno uporabili rezultate izracˇunov z enim inkrementom vlecˇne
sile. Podobno kot pri Lagrange-vi metodi imamo pri sˇtevilu inkrementov 20 ali vecˇ,
popolno ujemanje med krivuljami. Pri manjˇsem sˇtevilu inkrementov pa imamo dva
preloma premice. Tocˇne vlecˇne sile na tocˇki kontakta ni mozˇno natancˇno dolocˇiti. Na




Slika 2.21: Ujemanje rezultatov - 20 inkrementov.
Slika 2.22: Ujemanje rezultatov - 5 inkrementov.
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2.3 Indeks konvergence mrezˇe
Na natancˇnost rezultatov numericˇnih modelov v veliki meri vpliva velikost mrezˇe
koncˇnih elementov. Z zgosˇcˇevanjem mrezˇe resˇitev konvergira k eksaktni vrednosti. S
tem pa se nam povecˇuje sˇtevilo neznank in posledicˇno se racˇunski cˇas podaljˇsa. Zaradi
tega je bil razvit indeks konvergence mrezˇe (ang. GCI−grid convergence index), ki te-
melji na Richardson-ovi ekstrapolaciji. Na podlagi rezultatov dobljenih iz treh razlicˇnih
gostot mrezˇ KE, lahko z metodo GCI dolocˇimo red konvergence za dolocˇevanje asimp-
toticˇne resˇitve [6].
Napaka diskretizacije je definirana z razliko med rezultatom trenutne gostote mrezˇe
fh in eksaktno resˇitvijo fexact, kjer je diskretizacija definirana s parametrom h [6].
E = fh − fexact = Chp + I.V.R. (2.92)
kjer I.V.R. predstavlja izraze viˇsjega reda, C je konstanta in p pa definira red kon-
vergence. Eksaktna resˇitev fexact predstavlja asimptoticˇno resˇitev za mrezˇo KE, kjer
gre velikost elementa h proti 0. Kadar je zgosˇcˇevanje mrezˇe KE konstantno, lahko red
konvergence ocenimo direktno iz rezultatov treh razlicˇnih gostot mrezˇ. Razmerje sˇirine





Spremenljivka hi predstavlja gostejˇso mrezˇo KE. Gostote mrezˇ so oznacˇene s fi in
indeks i poteka od 1 do 3, pri cˇemer je 1 fina in 3 groba mrezˇa. Cˇe enacˇbo (2.92)
ponovimo za vse tri gostote mrezˇ (konstanto C in I.V.R. lahko zanemarimo), je red









Resˇitve vseh mrezˇ morajo lezˇati v asimptoticˇnem obmocˇju konvergence. Za asimp-
toticˇno obmocˇje konvergence mora veljati, da je razmerje med napako E in velikostjo





Z Richardson-ovo ekstrapolacijo dobimo resˇitve viˇsjega reda. Tako lahko z uporabo
Taylor-jevega teorema zapiˇsemo:
f = fh=0 + g1h+ g2h
2 + g3h
3 + ... (2.96)
kjer je fh=0 asimptoticˇna resˇitev, ko gre h −→ 0 in g1, g2 in g3 so nepoznane funkcije,
ki so neodvisne od mrezˇe KE. Cˇe enacˇbo (2.96) ponovimo za dve razlicˇni resˇitvi f1 in
f2, pri cˇemer zanemarimo cˇlene tretjega in viˇsjega reda, dobimo resˇitev [6]:
fh=0 ∼= f1 + f1 − f2
rp − 1 (2.97)
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∼= f1 − f2
fh=0
1
rp − 1 (2.98)
A1 predstavlja relativno napako resˇitve f1. Na desni strani enacˇbe (2.97) nadomestimo
fh=0 s f1 in tako dobimo aproksimacijo relativne napake A1.
A1 = E1 +O(h
p+1,E21) (2.99)
kjer O(hp+1,E21) predstavlja I.V.R. in E1 ocena relativne napake A1. Ocena relativne
napake E1 je definirana za enacˇbo (2.100) [6].
E1 =
ε





Enacˇbe (2.101) ne moremo direktno uporabiti za oceno napake, saj enacˇba ne uposˇteva
vpliva r in p. Prav tako je pri razmerjih r okoli 1 izracˇunana napaka manjˇsa kot je v
resnici. Zdaj lahko definiramo indeks konvergence mrezˇe GCI [6].
GCI =
Fs|ε|
rp − 1100% (2.102)
Fs predstavlja varnostni faktor, katerega priporocˇena vrednost je 1.25, v primeru da
obravnavamo tri ali vecˇ mrezˇ KE. GCI izrazˇen v procentih nam predstavlja, koliko
odstopa resˇitev uporabljene najgostejˇse mrezˇe od asimptoticˇne resˇitve. Manjˇsi kot je




V poglavju 2 smo predstavili, kako z metodo koncˇnih elementov obravnavamo kontakt.
Nasˇ trdnostni preracˇun okvirne plosˇcˇe bomo izvedli s programom Abaqus, ki bazira na
metodi koncˇnih elementov. Program je sestavljen iz posameznih modulov, v katerih
vnesemo oziroma nastavimo ustrezne parametre nasˇe analize. Vsakega izmed modulov
z nasˇimi parametri analize bomo predstavili v naslednjih podpoglavjih. V analizi ne
bomo uposˇtevali celotnega tlacˇnega orodja, ampak bomo vkljucˇili le sestavne dele, ki
vplivajo na rezultate. V simulacijo bomo vkljucˇili: del stabilne okvirne plosˇcˇe pri
spodnjem stranskem jedru, vodilni letvi, zagozdo in spodnje stransko jedro.
3.1 Poenostavitve 3D modelov
Pri poenostavljanju konstrukcijskih delov moramo biti previdni, do katere mere lahko
modele poenostavimo, da to sˇe ne bo vplivalo na koncˇni rezultat. Ker nas zanima
napetostno stanje le majhnega dela okvirne plosˇcˇe, smo odrezali le obmocˇje okoli spo-
dnjega stranskega jedra prikazano na sliki 3.1.
Slika 3.1: Poenostavljen model stabilne okvirne plosˇcˇe.
41
Metodologija raziskave
Del stabilne okvirne plosˇcˇe je dovolj velik, da to ne vpliva na njeno togost. Geometrij-
ski detajli (posnetja in radiji) so enaki kot na realni konstrukciji. Ohranili smo tudi
sˇest lukenj za vijake, s katerimi pritrdimo zagozdo.
Pri vodilnih letvah smo se odlocˇili, da ne bomo uporabili volumskega 3D modela,
ampak bomo vkljucˇili le tri povrsˇine, ki pridejo v kontakt s stranskim jedrom. Na sliki
3.2 je prikazan z zeleno barvo povrsˇinski model za desno vodilno letev. Podobno smo
naredili za levo vodilno letev.
Slika 3.2: Povrsˇinski model vodilne letve.
Zagozde nismo poenostavljali, saj je zˇe realna oblika dovolj enostavna. Odstranili smo
le navojne izvrtine za pritrditev zagozde na okvirno plosˇcˇo. Posnetja na zagozdi so po-
membna, saj vplivajo, kako in kje se zagozda nasloni na okvirno plosˇcˇo. Model zagozde
je prikazan na sliki 3.3.
Slika 3.3: Model zagozde.
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Pri spodnjem stranskem jedru smo odstranili dolivni sistem, navojne izvrtine, luknje
za temperirni sistem in vse zaokrozˇitve. Poenostavili smo tudi gravurno obliko, slika
3.4a. Ker zgornji del jedra nalega na gravurne dele, smo naredili sˇe model imenovan
podpora. Podpora je sestavljena iz povrsˇin stranskega jedra prikazanih na sliki 3.4b
in je povrsˇinski model. S tem modelom tako nadomestimo gravurne dele, ki omejujejo
jedro in ga bomo uporabili za definiranje robnega pogoja.
(a) Model poenostavljenega jedra. (b) Povrsˇinski model podpore.
Slika 3.4: Stransko spodnje jedro.
3.2 Materiali
Sestavni deli tlacˇnega orodja, ki smo jih uporabili v nasˇi analizi so iz razlicˇnih materi-
alov. Ker nas deformacije podpore in vodilnih letev ne zanimajo, smo te komponente
definirali kot diskretna toga telesa. Zagozdi, jedru in stabilni okvirni plosˇcˇi smo defi-
nirali materialne lastnosti, katere bomo predstavili v naslednjih podpoglavjih.
3.2.1 Legirano orodno jeklo 1.2343
Zagozda in jedro sta narejena iz legiranega orodnega jekla za delo v vrocˇem, 1.2343
(SIST-EN 10027-2). Podatke v preglednici 3.1 smo povzeli po Krautovem strojniˇskem
prirocˇniku [7].
Preglednica 3.1: Kemijska sestava - 1.2343 [7]
SIST EN 10027-1 SIST EN 10027-2 C Si Mn Cr Mo V
X38CrMoV5-1 1.2343 0.35 1.05 0.40 5.00 1.45 0.40




Preglednica 3.2: Mehanske lastnosti - 1.2343 [8]
E [MPa] ρ [g/cm3] λ [W/(mK)] ν [/] c [J/(gK)]
215 000 7.80 25 0.285 0.46
Ker ima material 1.2343 elasto-plasticˇne karakteristike, smo v analizo vkljucˇili tudi
plasticˇne lastnosti pri sobni temperaturi, slika 3.5.









Slika 3.5: Krivulja plasticˇnosti - 1.2343 [9].
3.2.2 Legirano orodno jeklo 1.2312
Okvirni plosˇcˇi pa sta narejeni iz materiala 1.2312 (SIST-EN 10027-2). Material 1.2312
je prav tako legirano orodno jeklo, vendar je za delo v hladnem. V preglednici 3.3 je
predstavljena kemijska sestava materiala.
Preglednica 3.3: Kemijska sestava - 1.2312 [10]
SIST EN 10027-1 SIST EN 10027-2 C Si Mn Cr Mo
40CrMnMoS8-6 1.2312 0.40 0.40 1.50 1.90 0.20
V preglednici 3.4 so predstavljene mehanske lastnosti materiala pri sobni temperaturi.
Preglednica 3.4: Mehanske lastnosti - 1.2312 [10]
E [MPa] ρ [g/cm3] λ [W/(mK)] ν [/] c [J/(gK)]
210 000 7.83 33.3 0.3 0.46
Za material 1.2312 smo predpostavili linearno utrjevanje. Za zacˇetno tocˇko smo upo-
rabili mejo tecˇenja pri 850 MPa in εpl = 0.2 %, koncˇna tocˇka pa je pri Rm = 1010 MPa
in εpl = 10% [11]. Krivulja plasticˇnosti je prikazana na sliki 3.6.
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Slika 3.6: Krivulja plasticˇnosti - 1.2312 [11].
3.3 Robni pogoji
V naslednjem koraku smo morali definirati robne pogoje. Stranico stabilne okvirne
plosˇcˇe, ki se fiksno vpne na livarski stroj, smo ji tudi mi vpeli vse prostostne stopnje,
rdecˇe obarvana povrsˇina na sliki 3.7.
Slika 3.7: Fiksno vpetje stabilne okvirne plosˇcˇe.
Ker smo uporabili le del okvirne plosˇcˇe, smo na ostalih zunanjih povrsˇinah definirali
simetrijske robne pogoje. Na sliki 3.8a je prikazana povrsˇina, na kateri smo definirali
simetrijski robni pogoj v x smeri. To pomeni, da smo povrsˇini odvzeli pomik v tej




Povrsˇini oznacˇeni na sliki 3.8b smo definirali simetrijski robni pogoj v y smeri. One-
mogocˇen je pomik v y smeri in zasuka okoli x in z osi.
(a) Simetrijski robni pogoj v x smeri. (b) Simetrijski robni pogoj v y smeri.
Slika 3.8: Simetrijski robni pogoji.
Podporo in obe vodilni letvi smo fiksno vpeli kot je prikazano na sliki 3.9a. Na sliki
3.9b so prikazane povrsˇine, na katere smo aplicirali obremenitev kot tlak. Velikost
obremenitve je enaka tlaku tretje faze in znasˇa 95 MPa.
(a) Fiksno vpetje podpore in vodilnih letev. (b) Obremenitev jedra.




V poglavju 2.1 je bil predstavljen potek numericˇne obravnave mehanike kontakta. S
poznavanjem kontaktnih metod in njihovih znacˇilnosti, lahko vnaprej predvidimo ome-
jitve in tezˇave, ki se lahko pojavijo pri numericˇni analizi s komercialnim programom.
V nasˇi analizi smo definirali tri razlicˇne tipe kontaktov. Med okvirno plosˇcˇo in zagozdo
smo definirali funkcijo Tie, ki enacˇi pomike na kontaktu dveh teles. Med podporo
in jedrom smo definirali kontakt brez trenja, povrsˇina na povrsˇino. Kontakt je brez
trenja, ker nam sluzˇi le kot vodenje jedra. Kontakti med jedrom in zagozdo ter med
jedrom in vodilnima letvama so vkljucˇevali trenje. Koeficient trenja je znasˇal 0.2. V
analizi smo uporabili penalty metodo, saj je racˇunsko manj potratna kot metoda LM
pri podobni natancˇnosti izracˇuna. Kazenski parameter je imel privzeto vrednost, ki
v Abaqusu znasˇa 10-kratno vrednost togosti KE v kontaktu. Lokacije kontaktov smo




Slika 3.10: Razlicˇni tipi kontaktov.
Ker nas zanima tudi, kaksˇen ima vpliv trenje na mehansko stanje, bomo prikazali tudi
rezultate za primer, ko bodo kontakti brez trenja. Ohranimo le Tie, ker je zagozda
privijacˇena na okvirno plosˇcˇo in se med procesom litja ne more premikati.
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3.5 Mrezˇenje s koncˇnimi elementi
Mrezˇa koncˇnih elementov (v nadaljevanju KE) ima pomembno vlogo v numericˇnih
izracˇunih, saj je koncˇni rezultat odvisen od izbire tipa KE in gostote mrezˇe. Z zgosˇcˇevanjem
mrezˇe se nam povecˇuje sˇtevilo neznank, ki jih moramo dolocˇiti in posledicˇno tudi
racˇunski cˇas. Zato je potrebno dolocˇiti tako mrezˇo KE, s katero se bomo najbolj pri-
blizˇali eksaktni resˇitvi, pri cˇim krajˇsem racˇunskem cˇasu. Prikazali bomo tri razlicˇne
gostote mrezˇ KE, ki smo jih uporabili v nasˇi analizi.
3.5.1 Redka mrezˇa koncˇnih elementov
V prvem koraku smo uporabili zelo redko mrezˇo, saj smo zˇeleli dolocˇiti mesta maksi-
malnih napetosti. Na sliki 3.11 so prikazane mrezˇe KE tipa C3D4. Okvirno plosˇcˇo smo
pomrezˇili s 168 615 (slika 3.11a), jedro je pomrezˇeno s 59 752 (slika 3.11b) in zagozda
s 1 636 KE (slika 3.11c).
(a) Redka mrezˇa - okvirna plosˇcˇa. (b) Redka mrezˇa - jedro.
(c) Redka mrezˇa - zagozda.
Slika 3.11: Redka mrezˇa.
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Pomrezˇiti smo morali tudi diskretna toga telesa, podporo in vodilni letvi. Podporo je
pomrezˇena s 1 173 (slika 3.12a) in vsaka vodilna letev s 197 KE (slika 3.12b).
(a) Redka mrezˇa - podpora. (b) Redka mrezˇa - vodilna letev.
Slika 3.12: Mrezˇe diskretnih togih teles.
3.5.2 Srednje gosta mrezˇa koncˇnih elementov
Mrezˇo smo nato gostili le na mestih maksimalnih napetosti oziroma na mestih, kjer
smo zˇeleli dolocˇiti bolj natancˇno mehansko stanje konstrukcije. Preko vseh iteracij
mrezˇe ostane konstantna le diskretizacija podpore. Na sliki 3.13 je prikazana gostejˇsa
mrezˇa KE za okvirno plosˇcˇo. Na robovih ploskve, na kateri sloni zagozda, smo lokalno
definirali gostejˇso mrezˇo. Mrezˇa na sliki 3.13 vsebuje 228 228 KE.
Slika 3.13: Gostejˇsa mrezˇa - okvirna plosˇcˇa.
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Pri ostalih smo mrezˇo gostili globalno. Jedro vsebuje 65 353 (slika 3.14a), zagozda 18
995 (slika 3.14b) in vsaka vodilna letev 1 502 KE (slika 3.14c).
(a) Gostejˇsa mrezˇa - jedro.
(b) Gostejˇsa mrezˇa - zagozda.
(c) Gostejˇsa mrezˇa - vodilna letev.
Slika 3.14: Gostejˇsa mrezˇa.
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3.5.3 Gosta mrezˇa koncˇnih elementov
V zadnjem koraku smo mrezˇo sˇe dodatno zgostili. Mrezˇe vodilnih letev, zagozde in
podpore smo ohranili enake. Mrezˇo okvirne plosˇcˇe smo globalno sˇe dodatno zgostili
(383 839 KE), slika 3.15. Okoli mesta maksimalnih napetosti (oznacˇeno z rdecˇima
krogoma) smo izrezali majhen del okvirne plosˇcˇe, kjer smo sˇe lokalno gostili mrezˇo (16
348 KE).
Slika 3.15: Gosta mrezˇa KE - okvirna plosˇcˇa
Jedra globalno nismo dodatno mrezˇili. Mrezˇo smo gostili le na obmocˇju vodil, ki
potujejo po vodilnih letvah, slika 3.16. Jedro vsebuje 86 042 KE.




Ko smo dolocˇili mesta in velikosti maksimalnih napetosti, nas je zanimalo kaksˇen vpliv
imajo spremembe na konstrukciji. S spreminjanjem naklona naslona zagozde vplivamo
na velikost vertikalne sile, ki deluje na okvirno plosˇcˇo. Analize smo izvedli na treh
razlicˇnih naklonih. Osnovni naklon, ki je bil tudi izdelan na okvirni plosˇcˇi, znasˇa 100◦.
Simulirali smo sˇe vpliv kota 95◦ (slika 3.17a) in kota 105◦ (slika 3.17b).
95°
(a) Naklon naslona 95◦.
105°
(b) Naklon naslona 105◦.
Slika 3.17: Sprememba naslona zagozde.
V drugem koraku smo ohranili osnovni naklon 100◦, spreminjali smo pa radije na
robovih naslona. Na sliki 3.18 so prikazani radiji, katere smo spreminjali. Osnovna
velikost sredinskega radija je 14 mm, stranskih pa 13 mm. Analizo smo izvedli sˇe s




Slika 3.18: Spremembe radijev.
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4 Rezultati
4.1 Dolocˇitev kriticˇnih mest
S prvo simulacijo smo dolocˇili lokacije kriticˇnih mest. Uporabili smo mrezˇe KE predsta-
vljene v poglavju 3.5.1. Na sliki 1.7 smo oznacˇili mesta, kjer so se pojavile mehanske
posˇkodbe na realni okvirni plosˇcˇi. Zato smo lahko pricˇakovali, da bodo to lokacije
kriticˇnih mest. To smo tudi potrdili s simulacijo, slika 4.1. Maksimalne napetosti se
pojavijo na prehodu med stranskim radijem in vertikalno povrsˇino ob vodilni letvi.
Prikazani so rezultati za Von Mises-ovo primerjalno napetost. Maksimalna napetost
znasˇa 746.9 MPa.
Slika 4.1: Dolocˇitev kriticˇnih mest.
Poleg dolocˇitve lokacij maksimalnih napetosti smo zˇeleli ugotoviti, kako se jedro obnasˇa
oziroma pomika tekom simulacije. Ker se obremenitve prenesejo preko zagozde na
okvirno plosˇcˇo, nas je zanimalo, kje in s kaksˇno silo se jedro nasloni na zagozdo. Na
sliki 4.2 smo prikazali razporeditev kontaktnega tlaka med zagozdo in jedrom. Vidimo,
da se jedro najbolj nasloni na zgornji del zagozde, kjer je kontaktni tlak najvecˇji. Ma-
ksimalna vrednost tlaka je 246.7 MPa.
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Slika 4.2: Kontaktni tlak.
Zanimali so nas tudi pomiki konstrukcije pri maksimalni obremenitvi. Na sliki 4.3 je
prikazan prerez okvirne plosˇcˇe z zagozdo. Prikazani so pomiki v y smeri. Ker smo med
okvirno plosˇcˇo in zagozdo uporabili funkcijo Tie, so pomiki enaki. Maksimalni pomik
znasˇa -0.49 mm. Pomiki v ostalih smereh so zanemarljivi.
Slika 4.3: Pomik konstrukcije v y smeri.
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Rezultati
4.2 Analiza mehanskega stanja
Na sliki 4.4 je prikazana porazdelitev napetosti na naslonu zagozde, ki smo jo dobili
z uporabo goste mrezˇe KE. Z zgosˇcˇevanjem mrezˇe na mestih maksimalnih napetosti
resˇitev konvergira k realni vrednosti. Na sliki 4.1 je maksimalna napetost 746.9 MPa,
pri gosti mrezˇi se vrednost povzpne na 864.6 MPa.
Slika 4.4: Porazdelitev napetosti.
Razvidno je, da se napetosti pojavijo predvsem v obmocˇju stranskih radijev in verti-
kalnih povrsˇin ob naslonu. Na sliki 4.5 je prikazan povecˇan levi rob naslona. Zaradi
ostrega robu se pojavi zarezni ucˇinek.
Slika 4.5: Kriticˇno mesto.
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Rezultati
Poleg Von Mises-ovih napetosti je potrebno prikazati tudi glavne napetosti, saj dobimo
vpogled, kje so tlacˇne in kje natezne cone. Na sliki 4.6 je prikazana porazdelitev prve
glavne napetosti v MPa. Obmocˇja obarvana s cˇrno barvo predstavljajo tlacˇne cone,
obmocˇja predstavljena z barvno lestvico pa natezne cone. Bolj kriticˇne cone so nate-
zne. Iz slike 4.6 je razvidno, da so maksimalne natezne napetosti na obmocˇju mehanske
posˇkodbe okvirne plosˇcˇe.
Slika 4.6: Prva glavna napetost.
Na sliki 4.7 je prikazana podrobnejˇsa porazdelitev kontaktnega tlaka. Jedro se nasla-
nja na celotno zagozdo vendar neenakomerno. To je posledica prenosa obremenitve
preko geometrije jedra, saj obremenitev ne deluje pravokotno na zagozdo. Najmanjˇse
naleganje je na zadnjem delu zagozde, kjer je tudi kontakti tlak najmanjˇsi. Karirast
vzorec porazdelitve je posledica mrezˇe KE in izracˇuna kontaktnega tlaka iz vozliˇscˇnih
sil. Z bolj gosto mrezˇo bi dobili bolj zvezno porazdelitev.
Slika 4.7: Porazdelitev kontaktnega tlaka.
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Rezultati
Zaradi razlike v kontaktnem tlaku po zagozdi, pride tudi do zdrsov povrsˇin v kontaktu.
Na sliki 4.8 so prikazani zdrsi vozliˇscˇ v mm. Najvecˇji zdrsi so v spodnjih vogalih za-
gozde, saj pride zaradi deformacije okvirja do premika jedra in tako skrajna vozliˇscˇa
zdrsnejo. Rezultati FSLIPEQ predstavljajo dolzˇino celotnega zdrsa odvisnega vo-
zliˇscˇa, ko je ta v kontaktu.
Slika 4.8: Zdrs jedra na zagozdi.
Na sliki 4.9 so prikazani pomiki v vertikalni smeri. Maksimalni pomik znasˇa -0.49 mm.




V tem poglavju bodo predstavljeni rezultati vpliva trenja. Zanimal nas je vpliv na
razmere v kontaktu med zagozdo in jedrom ter med vodilnima letvama in jedrom.
Rezultate bomo prikazali samo za desno vodilo jedra, saj so rezultati za levo vodilo
identicˇni.
4.2.1.1 Brez trenja
Na sliki 4.11 je prikazana porazdelitev kontaktnega tlaka v MPa. Razvidno je, da ima
trenje velik vpliv na velikost kontaktnega tlaka, saj je v primeru trenja maksimalni
tlak za 45 MPa vecˇji, slika 4.7. Sama porazdelitev se ne razlikuje veliko, le velikosti so
manjˇse. Vidimo tudi, da ponekod na robovih niso vsa vozliˇscˇa v kontaktu.
Slika 4.10: Porazdelitev kontaktnega tlaka - brez trenja.
V primeru trenja imamo maksimalne zdrse na spodnjih vogalih zagozde, slika 4.8. Brez
trenja so zdrsi veliko vecˇji, saj najvecˇji znasˇa 1.02 mm. Rezultati zdrsov brez trenja so
prikazani na sliki 4.11. V tem primeru so maksimalni zdrsi v zgornjih vogalih zagozde.




Slika 4.11: Zdrs jedra na zagozdi - brez trenja.
Za primerjavo med stanjem brez trenja in s trenjem smo si izbrali KE v spodnjem kotu
vodila, kjer se pojavijo najvecˇje napetosti, slika 4.12a. Napetost v integracijski tocˇki
tega KE je 824.6 MPa. Na sliki 4.12b je prikazana porazdelitev kontaktnega tlaka.
Lokacija napetosti in kontaktnega tlaka se ujemata, saj se napetosti lahko pojavijo le
takrat, ko pride do kontakta med telesi.
(a) Porazdelitev napetosti. (b) Kontaktni tlak.
Slika 4.12: Desno vodilo jedra - brez trenja.
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Rezultati
Kontaktni tlak smo tudi opazovali v istem vozliˇscˇu kot napetosti. Kontaktni tlak se
izracˇuna za povrsˇinska vozliˇscˇa KE. Za vozliˇscˇa izbranega KE so vrednosti: 318.18,
1611.07 in 997.06 MPa. Iz prikazanih rezultatov lahko sklepamo, da se jedro pod obre-
menitvijo zasucˇe. Vodila imajo v letvah dolocˇeno zracˇnost, predstavljeno na sliki 1.5.
Zaradi tega se ne ustvari kontakt med vsemi povrsˇinami ampak samo s spodnjim delom
vodila.
Na sliki 4.13 je predstavljena dolzˇina zdrsa vodila po letvah. Primerjali bomo ve-
dno vrednosti istega KE. Zdrs je podan za vozliˇscˇa KE, ki so v kontaktu. Vrednosti
zdrsa so: 0.66, 1.02 in 1.01 mm. Zdrs se pojavi tudi na zadnji strani vodila, slika 4.13b,
kjer je tudi maksimalna vrednost zdrsa 1.05 mm.
(a) Zdrs sprednja stran. (b) Zdrs zadnja stran.
Slika 4.13: Desno vodilo jedra - zdrs.
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Rezultati
4.2.1.2 Koeficient trenja µ = 0.2
Rezultati za kontaktni tlak in zdrs jedra po zagozdi smo zˇe predstavili na slikah 4.7 in
4.8. Napetost v integracijski tocˇki KE znasˇa 882 MPa, slika 4.14a. Kontaktni tlak za
povrsˇinska vozliˇscˇa pa je: 394.49, 1752.86 in 1039.42 MPa, slika 4.14b. Zaradi trenja v
kontaktu se povecˇata tako napetost kot tudi kontaktni tlak.
(a) Porazdelitev napetosti. (b) Kontaktni tlak.
Slika 4.14: Desno vodilo jedra - µ = 0.2.
Zdrsi vozliˇscˇ opazovanega KE so: 0.32, 0.62 in 0.61 mm. Obmocˇje, kjer vozliˇscˇa zdr-
snejo je enako veliko kot v primeru brez trenja, slika 4.15a. Najvecˇji zdrsi se ponovno
pojavijo na zadnji strani (0.7 mm), slika 4.15b. V primeru, ko je prisotno trenje, so
zdrsi manjˇsi, saj trenje nasprotuje gibanju jedra.
(a) Zdrs sprednja stran. (b) Zdrs zadnja stran.




Poleg izhodiˇscˇnega radija, katerega rezultati so predstavljeni na sliki 4.5, smo anali-
zirali sˇe dvoje velikosti radijev. V primeru manjˇsega radija, dobimo nekoliko manjˇse
maksimalne napetosti na kriticˇnih mestih, slika 4.16. Maksimalne napetosti znasˇajo
847 MPa.
Slika 4.16: Manjˇsi radij.
Na sliki 4.17 je prikazan levi del naslona zagozde. Maksimalne napetosti na kriticˇnih
mestih se ne razlikujejo kot pri izhodiˇscˇnem modelu. Razlikuje pa se porazdelitev na-
petosti vzdolzˇ stranskega radija, kjer se pojavijo lokalne koncentracije napetosti.
(a) Zunanja stran. (b) Notranja stran.
Slika 4.17: Porazdelitev napetosti na kriticˇnem mestu - manjˇsi radij.
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Rezultati
Na sliki 4.18 so predstavljene natezne in tlacˇne cone v primeru manjˇsega radija. Zaradi
popacˇenih KE na kriticˇnih mestih dobimo napacˇne maksimalne glavne napetosti, zato
bomo vrednosti ocenili. Maksimalna glavna natezna napetost znasˇa okoli 900 MPa.
Slika 4.18: Prva glavna napetost - manjˇsi radij.
Na sliki 4.19 je predstavljena porazdelitev napetosti pri vecˇjem radiju od izhodiˇscˇnega.
Maksimalna napetost na kriticˇnih mestih je 857.97 MPa. V kriticˇnih mestih se na-
petosti ne razlikujejo veliko. Do razlike pride v stranskih radijih, kjer se napetosti
porazdelijo na vecˇjem obmocˇju.
Slika 4.19: Vecˇji radij.
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Rezultati
Bolj nazorna porazdelitev levega stranskega radija je prikazana na sliki 4.20. Napetosti
so ob stranskem radiju manjˇse za okoli 80 MPa kot v primeru manjˇsega radija.
(a) Zunanja stran. (b) Notranja stran.
Slika 4.20: Porazdelitev napetosti na kriticˇnem mestu - vecˇji radij.
Prva glavna napetost pri vecˇjem radiju je predstavljena na sliki 4.21. Iz slike opazimo,
da so natezne napetosti manjˇse kot v primeru manjˇsega radija. Maksimalna glavna
napetost znasˇa okoli 800 MPa.




Pri zmanjˇsanju kota naslona na 95◦ se napetosti na kriticˇnih mestih ne povecˇajo.
Povecˇa pa se obmocˇje, kjer je napetost najvecˇja. Porazdelitev napetosti za kot 95◦
je predstavljena na sliki 4.22. Maksimalna napetost znasˇa 853.9 MPa.
Slika 4.22: Porazdelitev napetosti - 95◦.
Povecˇanje obmocˇja delovanja maksimalnih napetosti je prikazano na sliki 4.23a. Nape-
tosti se povecˇajo na vertikalnem robu ob naslonu zagozde. Na stranskem radiju (slika
4.23b) pa so podobne kot pri izhodiˇscˇnem modelu.
(a) Zunanja stran. (b) Notranja stran.
Slika 4.23: Porazdelitev napetosti na kriticˇnem mestu - 95◦.
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Rezultati
Na sliki 4.24 je za primerjavo prikazana tudi prva glavna napetost. Maksimalna nate-
zna napetost je 1 337 MPa.
Slika 4.24: Prva glavna napetost - 95◦.
Na sliki 4.25 so prikazani pomiki okvirne plosˇcˇe v vertikalni smeri. Maksimalni pomik
znasˇa -0.515 mm.
Slika 4.25: Pomiki v y smeri - 95◦.
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Rezultati
Porazdelitev kontaktni tlaka je pri kotu 95◦ zelo podobna kot pri izhodiˇscˇnem primeru,
prav tako tudi velikosti tlaka. Maksimalna velikost je 244.4 MPa, slika 4.26. Razliku-
jeta se le v tem, da pri kotu 95◦ pride vecˇ vozliˇscˇ v kontakt ob robovih zagozde.
Slika 4.26: Kontaktni tlak - 95◦.
Zdrsi so v tem primeru znatno manjˇsi kot pri osnovnem modelu. Najvecˇji zdrs se
pojavi v spodnjem levem kotu in znasˇa 0.033 mm, slika 4.27. Zdrsi jedra se dobro
ujemajo s porazdelitvijo tlaka, saj imamo na obmocˇjih najvecˇjega kontaktnega tlaka
najmanjˇse zdrse. Prav v spodnjem levem kotu imamo obmocˇje padca kontaktnega
tlaka in posledicˇno obmocˇje najvecˇjih zdrsov jedra.
Slika 4.27: Zdrs jedra na zagozdi - 95◦.
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Rezultati
Na sliki 4.28 so prikazani Von Mises-ove primerjalne napetosti pri kotu naslona 105◦.
Maksimalna napetost je 849.2 MPa. Ponovno ni odstopanja od izhodiˇscˇnega modela.
Slika 4.28: Porazdelitev napetosti - 105◦.
Kriticˇno mesto se zaradi spremembe naklona zmanjˇsa, slika 4.29. Porazdelitve nape-
tosti ne odstopajo veliko od izhodiˇscˇnega modela, zato je potrebno prikazati sˇe prvo
glavno napetost.
(a) Zunanja stran. (b) Notranja stran.
Slika 4.29: Porazdelitev napetosti na kriticˇnem mestu - 105◦.
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Rezultati
V primeru vecˇjega naklona se pojavijo manjˇse tlacˇne cone, slika 4.30. Tudi maksimalne
natezne napetosti so manjˇse kot pri izhodiˇscˇnem modelu. Maksimalna natezna nape-
tost znasˇa okoli 700 MPa.
Slika 4.30: Prva glavna napetost - 105◦.
Tudi v tem primeru ne dobimo velikih razlik v pomiku v vertikalni smeri, slika 4.31.
Maksimalni pomik znasˇa -0.45 mm. Pomik je za 0.04 mm manjˇsi kot na izhodiˇscˇnem
modelu.
Slika 4.31: Pomiki v y smeri - 105◦.
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Rezultati
Porazdelitev kontaktnega tlaka je podobna kot pri izhodiˇscˇnem modelu. Jedro se na-
sloni predvsem na zgornji del zagozde, slika 4.32. Maksimalni tlak je 250.6 MPa.
Slika 4.32: Kontaktni tlak - 105◦.
Zaradi vecˇjega naklona naslona je komponenta sile, ki je vzporedna s povrsˇino kon-
takta, vecˇja. To pomeni, da so zdrsi vecˇji, kar je razvidno iz slike 4.33. Zdrsi so v tem
primeru vecˇji za 0.047 mm, kot v primeru naklona 95◦. Maksimalni zdrs znasˇa 0.08
mm.




Za rezultate Von Mises-ove primerjalne napetosti bomo izvedli ekstrapolacijo. Pri
ekstrapolaciji bomo uporabili rezultate treh mrezˇ KE. Postopek bomo izvedli na podlagi
teorije predstavljene v poglavju 2.3.
4.2.4.1 Validacija ekstrapolacije
V prvem koraku smo izvedli validacijo ekstrapolacije za osnovni model. Poleg izracˇunov,
ki smo jih izvedli z mrezˇami KE prestavljenih v poglavju 3.5, je bil narejen sˇe izracˇun z
mrezˇo, gostote med f2 in f3. Mrezˇo smo poimenovali validacija. Rezultati vseh sˇtirih
mrezˇ KE so predstavljeni v preglednici 4.1.
Preglednica 4.1: Rezultati napetosti - osnovni model.
fi [/] σ [MPa]
1 746.9 redka mrezˇa KE
2 825 srednje gosta mrezˇa KE
validacija 851.87 dodatna mrezˇa KE
3 864.6 gosta mrezˇa KE
Mrezˇe KE f1, f2 in validacija smo uporabili za dolocˇitev ekstrapolirane vrednosti, ki
se mora cˇim bolj ujemati z nasˇo izracˇunano vrednostjo napetosti pri mrezˇi f3. Na
sliki 4.34 je predstavljen graf konvergence resˇitve. Rdecˇa tocˇka predstavlja napetost
izracˇunano s mrezˇo f3. Vrednost ekstrapolirane tocˇke znasˇa 866 MPa. Kar se zelo
dobro ujema z izracˇunano vrednostjo in tudi na grafu se tocˇki prekrivata. Napaka















Slika 4.34: Graf konvergence.
Ko smo validirali postopek ekstrapolacije, smo ponovili izracˇun, pri cˇemer smo upo-
rabili f3 za koncˇno mrezˇo. Enak postopek ekstrapolacije smo uporabili tudi za vse




Vrednosti napetosti za osnovni model smo zˇe predstavili v preglednici 4.1. V pregle-
dnici 4.2 so predstavljene ponovno vrednosti pri treh razlicˇnih mrezˇah KE, s katerimi
smo dolocˇili ekstrapolirano vrednost napetosti σeks, ki znasˇa 905.3 MPa. Napaka eks-
trapolacije znasˇa 5.9 %.
Preglednica 4.2: Konvergenca - osnovni model.






Pri konstrukciji, kjer smo naredili manjˇse radije na naslonu, znasˇa σeks 866.3 MPa.
Napaka je v tem primeru manjˇsa za 3 % in znasˇa 2.9 %. Rezultati so predstavljeni v
preglednici 4.3.
Preglednica 4.3: Konvergenca - manjˇsi radij.






Kot je iz preglednice 4.4 razvidno, se ekstrapolirana vrednost skoraj popolnoma ujema
z rezultatom tretje mrezˇe. Posledicˇno je zaradi tega tudi napaka ekstrapolacije zelo
majhna. Napetost σeks pa znasˇa 858.4 MPa.
Preglednica 4.4: Konvergenca - vecˇji radij.








Podobno kot pri vecˇjem radiju, tudi pri spremembi naklona naslona zagozde ni velike
spremembe v velikosti ekstrapolirane napetosti. Maksimalna napetost σeks znasˇa 854
MPa, preglednica 4.5.
Preglednica 4.5: Konvergenca - 95◦.






Pri povecˇanju naklona na 105◦ znasˇa ekstrapolirana napetost 864.4 MPa, preglednica
4.6. Povecˇa pa se tudi napaka ekstrapolacije, ki znasˇa 2.2 %.
Preglednica 4.6: Konvergenca - 105◦.










Za primerjavo med razlicˇnimi izvedbami konstrukcij smo uporabili ekstrapolirane vre-
dnosti Von Mises-ove primerjalne napetosti v kriticˇnih mestih, slika 5.1. Kot je razvi-
dno, se napetosti ne razlikujejo veliko. Zato je poleg velikosti potrebno uposˇtevati sˇe
porazdelitev napetosti. Na kriticˇnih mestih sta coni, tako pri osnovnem kot pri modelu
z manjˇsimi radiji, zelo podobni. Pri manjˇsih radijih so napetosti manjˇse za 40 MPa.
Vecˇja razlika med modeloma se pojavi na obmocˇju stranskih radijev naslona, kjer se
pri manjˇsem radiju napetosti povecˇajo. Prav tako se pojavijo lokalne koncentracije
napetosti, ki so na mestih, kjer je narejeno posnetje na zagozdi. Do viˇsjih napetosti
ob straneh pride zaradi manjˇse porabe deformacijske energije na radijih. Saj so radiji
manjˇsi in posledicˇno je manjˇsa tudi povrsˇina, ki je v kontaktu z zagozdo. Enaka obre-
menitev se razporedi na manjˇsi povrsˇini.






Slika 5.1: Primerjava velikosti maksimalnih napetosti.
Model z vecˇjimi radiji ima kriticˇne cone nekoliko manjˇse kot osnovni model in tudi
velikost napetosti je manjˇsa. Prav tako zaradi vecˇje povrsˇine, na kateri se porazdeli
obremenitev, dobimo manjˇse lokalne koncentracije napetosti. Prednost vecˇjih radijev
je v tem, da se lahko zagozda nasloni tudi preko posnetij na okvirno plosˇcˇo. Iz slike
4.19 je razvidno, da zagozda nasloni tudi na sredinski radij. S tem smo del obremenitve
prerazporedili iz stranskih radijev in posledicˇno tudi iz kriticˇnih obmocˇij.
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Diskusija
Pri zmanjˇsanju kota naslona zagozde na 95◦ se povecˇa vertikalna komponenta obreme-
nitve. To sicer ne vpliva na velikost napetosti v kriticˇnem mestu, vpliva pa na velikost
obmocˇja. Na sliki 4.23a je opaziti, da se povecˇajo napetosti vzdolzˇ vertikalnega robu
ob naslonu. To pomeni, da se je zarezni ucˇinek povecˇal, kar bi sˇe dodatno pospesˇilo
rast razpoke. Prednost te konstrukcijske izvedbe je, da ne dobimo lokalnih koncentracij
napetosti ampak so te enakomerno porazdeljene vzdolzˇ radijev.
Vecˇji kot je naklon naslona, manjˇsa je vertikala komponenta obremenitve, kar je razvi-
dno tudi iz rezultatov pri naklonu 105◦. Maksimalne napetosti so primerljive z osnov-
nim modelom, vendar je pa obmocˇje dosti manjˇse. Pojavijo se le na robu, kjer se koncˇa
stranski radij, njihova velikost se hitro zmanjˇsa. Prav tako so napetost ob vertikalnem
robu naslona manjˇse. Lokalnih koncentracij napetosti v tem primeru ni oziroma so mi-
nimalne. Zaradi vecˇjega kota je manjˇse naleganje zagozde na sredinski radij. Vendar
pa to ne vpliva na velikost napetosti na stranskih radijih.
Iz Von Mises-ove primerjalne napetosti ne moremo ugotoviti kaksˇne napetosti pre-
vladujejo na dolocˇenih delih konstrukcije, zato je potrebno analizirati tudi prvo glavno
napetost. V nasˇem primeru so se mehanske posˇkodbe okvirne plosˇcˇe pojavile zaradi
prisotnosti nateznih napetosti. Na sliki 5.2 smo primerjali maksimalne glavne napeto-
sti na kriticˇnih mestih.







Slika 5.2: Primerjava velikosti prve glavne napetosti.
Tlacˇne cone so med modeli zelo podobne, razlika je le pri modelu z vecˇjim radijem in pri
kotu naslona 95◦. Vendar kljub razlikam med modeli, nam tlacˇne cone ne predstavljajo
nevarnosti za trdnost konstrukcije. Kot naslona 95◦ povzrocˇi velike natezne napetosti v
obmocˇju kriticˇnih mest, ki so posledica vecˇje vertikalne komponente obremenitve. Zato
je ta konstrukcija s staliˇscˇa nateznih napetosti najmanj primerna. Najmanjˇse natezne
napetosti se pojavijo pri kotu 105◦. Prav tako se napetosti zmanjˇsajo pri modelu z
vecˇjim radijem, saj se obremenitve porazdelijo po vecˇji povrsˇini.
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Diskusija
Pri kontaktnem tlaku ni opaziti velikih razlik, tako v porazdelitvi kot tudi v velikosti
tlaka. Na sliki 5.3 so prikazane maksimalne vrednosti kontaktnega tlaka v MPa za
osnovni, 95◦ in 105◦ model. Velikost tlaka ne presega meje plasticˇnosti za telesi v kon-
taktu. Iz tega lahko sklepamo, da s predstavljenimi konstrukcijskimi spremembami ne








Slika 5.3: Primerjava velikosti kontaktnega tlaka.
Vecˇje odstopanje v rezultatih pa dobimo pri zdrsu jedra po zagozdi, slika 5.4. Koefi-
cient trenja med jedrom in zagozdo je vseh primerih znasˇal 0.2. Najvecˇji zdrs dobimo
pri osnovnem modelu in znasˇa 0.19 mm. Primerjali smo le maksimalne zdrse vozliˇscˇ,
kateri so tako majhni, da niso predstavljali tezˇav pri procesu tlacˇnega litja. V vseh
primerih zdrsnejo le vozliˇscˇa na skrajnem spodnjem robu zagozde. Najmanjˇsi zdrsi se







Slika 5.4: Primerjava velikosti zdrsa.
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Diskusija
Na sliki 5.5 je prikazana primerjava med absolutnimi vrednostmi vertikalnih pomikov
okvirne plosˇcˇe za razlicˇne konstrukcije. Najmanjˇsi pomiki so pri kotu 105◦ in najvecˇji
pri kotu naslona 95◦. Taki rezultati so pricˇakovani, saj s spreminjanjem kota naslona
vplivamo na velikost vertikalne obremenitve. Blizˇje kot je kot 90◦, vecˇja bo vertikalna
sila. Vendar pa je pomik okvirne plosˇcˇe kljub spremembam sˇe vedno zelo majhen.








Slika 5.5: Primerjava velikosti vertikalnega pomika.
Iz poglavja 4.2.1 je razvidno, da ima trenje velik vpliv na rezultate. Pri enakih robnih
pogojih, razen razlicˇnega koeficienta trenja, dobimo pri modelu s trenjem 45 MPa vecˇji
kontaktni tlak. Trenje je v formulaciji kontakta uposˇtevano kot dodatni cˇlen vsote, ki
povecˇa samo togost kontakta. Cˇe ta cˇlen izvzamemo, se tudi togost kontakta zmanjˇsa,
kar posledicˇno vpliva na velikost kontaktne sile. Kontakt brez trenja pa tudi pomeni,
da imamo manjˇse sˇtevilo kontaktnih parov, saj se v tem primeru pari vzpostavijo samo
v normalni smeri. To pa vpliva tudi na zdrse v kontaktu, ki so bistveno vecˇji, ko trenje
ni prisotno. Iz slike 4.11 je razvidno, da se jedro nasloni na sredini zagozde, kjer so
pomiki najmanjˇsi in se vecˇajo v radialni smeri iz centra. Vzrok za tako porazdelitev
zdrsov je ravno v kontaktnih parih, saj tangencialno na vzpostavljen kontakt ne deluje
nobena sila.
Pri vodilih jedra je trend rezultatov podoben. V primeru brez trenja so napetosti
v opazovanem KE manjˇse za 57.4 MPa in kontaktni tlak za 141.8 MPa, pri cˇemer smo
primerjali le maksimalno vrednost v vozliˇscˇih KE. Razlika v maksimalnem zdrsu znasˇa
0.35 mm. Iz dobljenih rezultatov je mozˇno sklepati o kinematiki jedra med procesom
litja. Zaradi obremenitve jedro rotira okoli osi, ki je precˇno na smer delovanja obreme-
nitve. Znotraj vodilnih letev se vodila naslonijo na sprednji spodnji kot in na zgornji
stranski rob. Pri uposˇtevanju koeficienta trenja se pojavijo sˇe kontakti v tangencialni
smeri, zaradi katerih se napetosti sˇe povecˇajo.
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6 Zakljucˇki
Z metodo LM smo dobili eksaktno resˇitev obravnavanega kontaktnega problema. Na-
tancˇnost penalty metode je odvisna od velikosti kazenskega parametra. Z inkremen-
talnim resˇevanjem poenostavljenega primera smo pokazali obnasˇanje kontaktnih me-
tod. Cˇe je sˇtevilo uporabljenih inkrementov premajhno, ne moremo natancˇno dolocˇiti
zacˇetka kontakta. Pridobljeno znanje iz poenostavljenega modela smo nato prenesli v
Abaqus.
Ugotovili smo, da s spreminjanjem parametrov konstrukcije dobimo razlicˇne rezultate.
S povecˇanjem radijev dobimo manjˇse koncentracije napetosti vzdolzˇ stranskih radijev
in tudi najmanjˇse natezne napetosti na kriticˇnih mestih. Pomiki stabilne okvirne plosˇcˇe
so v primeru manjˇsega naklona naslona vecˇji.
Kontaktni tlak med jedrom in zagozdo je neodvisen od velikosti radijev in naklona
naslona. Kljub temu, da je kontaktni tlak neodvisen od variiranja parametrov, se zdrsi
na zagozdi zmanjˇsajo v primeru manjˇsega naklona naslona zagozde. Trenje ima velik
vpliv na velikost napetosti in zdrsov. Cˇe je v kontaktu prisotno trenje, se kontaktni
tlak povecˇa in zdrsi pa zmanjˇsajo.
1. S premajhnim sˇtevilom inkrementov ne moremo natancˇno dolocˇiti zacˇetka kon-
takta.
2. Ugotovili smo, da z vecˇjimi radiji znizˇamo natezne napetosti na kriticˇnih mestih.
3. Kontaktni tlak je neodvisen od sprememb na konstrukciji.
4. Zdrsi so manjˇsi pri manjˇsem naklonu zagozde.
5. S trenjem se kontakti tlak povecˇa, zdrsi pa zmanjˇsajo.
Z nalogo smo pokazali, kateri konstrukcijski parametri imajo najvecˇji vpliv na mehan-
sko stanje tlacˇnega orodja. Z uposˇtevanjem karakteristike parametrov lahko v priho-
dnje skonstruiramo okvirno plosˇcˇo, pri kateri se bomo izognili kriticˇnim mestom. S tem
bomo dosegli manjˇse strosˇke vzdrzˇevanja in izboljˇsali zˇivljenjsko dobo okvirne plosˇcˇe.
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Zakljucˇki
Predlogi za nadaljnje delo
V nadaljevanju bi v programske kode vkljucˇili sˇe vpliv trenja in jih nadgradili za obrav-
navo 2D in 3D mehanskih problemov. Pri obravnavi mehanskega stanja v tlacˇnem
orodju bi v nadaljevanju izvedli meritve pomikov, s katerimi bi ocenili kaksˇni so dopu-
stni pomiki okvirne plosˇcˇe, pri katerih sˇe ne pride do prevelikih odstopanj v geometriji
ulitka. Na podlagi tega bi nato konstruirali geometrijo okvirne plosˇcˇe, ki bi zagotavljala
ustrezno togost in trdnost tlacˇnega orodja.
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V prilogi je prikazana programska koda za iskanje kontakta. To je prvi del kode pri





Prikazana je programska koda za obravnavo kontakta z metodo LM. Ta del kode se





V prilogi je prikazana programska koda za penalty metodo.
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